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Resumen de la investigacio´n
El propo´sito de este trabajo es desarrollar un estudio teo´rico-experimental que ayude
a evidenciar en los alumnos la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una
curva plana en un punto dado y el obsta´culo eucl´ıdeo. Cuando se interroga a los alum-
nos acerca del concepto de tangente a una curva plana en un punto dado, la mayor´ıa
responde de acuerdo a la definicio´n eucl´ıdea, como“una recta que toca una curva y pro-
longada no la corta”, y no como el “l´ımite de una secante variable”, que es la definicio´n
que normalmente se ensen˜a en los cursos de Ca´lculo. Esta definicio´n eucl´ıdea resulta
satisfactoria cuando se trata de hallar la tangente a ciertas curvas, sin embargo, se hace
inadecuada a la hora de hallar la tangente a otras curvas por puntos “estrate´gicos” de
e´stas. De esta forma, la “concepcio´n eucl´ıdea” se convierte en un obsta´culo que impi-
de hallar la tangente por ciertos puntos de algunas curvas. Este obsta´culo durante el
desarrollo de esta investigacio´n es denominado “obsta´culo eucl´ıdeo”.
Gasto´n Bachelard ([1], p. 15) introduce el concepto de obsta´culo epistemolo´gico. Luego,
esta nocio´n sirve como punto de partida a otros investigadores, como A. Sierpinska
([12], 5-67) y B. Cornu ([5], 153-166) , para formular sus hipo´tesis sobre los obsta´culos
cognitivos relativos al concepto de l´ımite, y a G. Brousseau ([2], 41-63) para realizar
investigaciones sobre la ensen˜anza de las matema´ticas en la escuela secundaria francesa.
En su investigacio´n sobre obsta´culos epistemolo´gicos relativos al concepto de l´ımite,
Sierpinska ([12], 5-67) habla de la importancia de estudiar las condiciones histo´ricas
en las cuales un obsta´culo ha sido reconocido, ya que esto puede ayudar a comprender
los or´ıgenes y la naturaleza del mismo obsta´culo descubierto en un alumno. De esta
forma, da una lista de obsta´culos epistemolo´gicos que han estado presentes durante el
desarrollo histo´rico de dicho concepto y muestra co´mo e´stos siguen au´n presentes en los
alumnos cuando comienzan a enfrentarse a la comprensio´n del concepto de l´ımite.
Este trabajo se desarrolla en dos frentes. Por un lado, se hace un estudio del desarrollo
histo´rico que ha tenido la nocio´n de tangente, con e´nfasis en los trabajos que al respecto
desarrollan Descartes y Fermat. Por otro lado, se realiza un estudio experimental con
el cual se pretende comprobar la presencia en los alumnos de la concepcio´n eucl´ıdea de
tangente y el obsta´culo eucl´ıdeo. En un principio el estudio de estos dos frentes se hara´
en forma paralela, para luego interactuar, de tal forma que la componente histo´rica se
convierta en herramienta fundamental a la hora de poner en evidencia en los alumnos
la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva plana por un punto dado
y el obsta´culo eucl´ıdeo.
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1. Marco teo´rico
El propo´sito de este cap´ıtulo es dar los elementos teo´ricos bajo los cuales se enmarca
este trabajo de investigacio´n. Primero se comienza haciendo un estudio de la nocio´n de
obsta´culo epistemolo´gico, mostrando su importancia en la construccio´n de conocimien-
tos. Luego, se muestra como es la transposicio´n a la dida´ctica de las matema´ticas de
la nocio´n de obsta´culo epistemolo´gico y los aportes que hacen algunos investigadores
al estudio de dicha nocio´n. La tercera parte muestra co´mo la historia de las matema´ti-
cas se convierte en una herramienta de gran valor a la hora de evidenciar obsta´culos
epistemolo´gicos presentes en los alumnos. En la cuarta parte, se presenta una lista de
obsta´culos epistemolo´gicos relativos al concepto de l´ımite, de Ana Sierpinska, siendo
aqu´ı, en particular en lo que hace relacio´n a los obsta´culos ligados a la concepcio´n
geome´trica de l´ımite, donde tiene cabida el obsta´culo eucl´ıdeo, que es alrededor del
cual se enmarca este trabajo de investigacio´n. Por u´ltimo, se estudian las nociones de
concepto-imagen y concepto-definicio´n, de gran ayuda cuando se trata de detectar en
los alumnos la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea y del obsta´culo eucl´ıdeo.
1.1. Obsta´culos epistemolo´gicos
Previa a la formalizacio´n de un concepto, los alumnos poseen concepciones personales,
tales como ideas, intuiciones, ima´genes y conocimientos, de la experiencia diaria, que
usan con familiaridad. Muchas veces, en la adquisicio´n del concepto, estas ideas no
desaparecen, sino que se mezclan con nuevos conocimientos, modificando y adaptando
las concepciones personales del alumno, perdurando por mucho tiempo, incluso hasta
estados muy avanzados del aprendizaje. De esta forma, puede pasar que un alumno
tenga, simulta´neamente en su mente, ideas contradictorias que pueden contribuir a
la formacio´n de un “concepto imagen” que contenga muchos factores que entran en
conflicto con la definicio´n formal, llevando a que los alumnos desarrollen ima´genes que
relacionan concepciones erradas. Este feno´meno es bien conocido desde la de´cada de los
treinta con Gaston Bachelard, quien lo denomina obsta´culo epistemolo´gico.
En su libro La formacio´n del esp´ıritu cient´ıfico (1938), Bachelard introduce el concepto
de obsta´culo epistemolo´gico, poniendo en evidencia la ruptura entre el conocimiento
comu´n y el conocimiento cient´ıfico, caracterizando los procesos de produccio´n de los
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conocimientos cient´ıficos en te´rminos de errores rectificables de obsta´culos superados.
Al respecto escribe:
“Es en te´rminos de obsta´culos que hay que plantear el problema del conocimien-
to cient´ıfico. No se trata de considerar los obsta´culos externos como la com-
plejidad y la fugacidad de los feno´menos, ni de incriminar la debilidad de los
sentidos y del esp´ıritu humano, es en el acto mismo de conocer, ı´ntimamente,
donde aparecen, por una especie de necesidad funcional, los entorpecimien-
tos y confusiones. Es ah´ı donde mostraremos las causas del estancamiento
e inclusive de regresio´n, es ah´ı donde discerniremos causas de inercia que
llamaremos obsta´culos epistemolo´gicos.”([1], p. 15)
Estas causas de estancamiento y de regresio´n que Bachelard califica como obsta´culos
epistemolo´gicos, constituye uno de los mecanismos ma´s importantes para la construccio´n
de conocimientos, lo cual ha hecho que la dida´ctica le asigne un papel importante a esta
nocio´n por su importancia pedago´gica en su reflexio´n sobre el aprendizaje.
En toda esta problema´tica de cambio conceptual, se da lugar a ciertas similitudes entre
una dina´mica social y cognitiva, las cuales esta´n presentes en el desarrollo mismo de
conocimiento cient´ıfico. De esta forma, la ruptura con el pasado de conceptos, la pole´mi-
ca y la diale´ctica se encuentran presentes para Bachelard dentro del ana´lisis mismo de
los medios de progresio´n del saber. Es as´ı, como el concepto de obsta´culo epistemolo´gico
puede ser estudiado tanto en el desarrollo histo´rico del pensamiento cient´ıfico como en
la pra´ctica educativa ([1], p. 19)
1.2. Los obsta´culos epistemolo´gicos y la dida´ctica de las mate-
ma´ticas
La transposicio´n, a la dida´ctica de las matema´ticas, de la nocio´n de obsta´culo episte-
molo´gico, que Bachelard reserva so´lo para las ciencias experimentales, se hace posible
con Guy Brousseau. Este lleva a cabo una serie de investigaciones cuyo fin es, adema´s
de identificar los obsta´culos epistemolo´gicos conectados con las matema´ticas que se en-
sen˜an en la secundaria, elaborar medios dida´cticos para que los alumnos puedan superar
dichos obsta´culos.
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De acuerdo con Brousseau ([2], p. 41) , el conocimiento es el resultado de la adaptacio´n
de un alumno a cierto tipo de situacio´n, la cual justifica este conocimiento en el
rendimiento ma´s o menos eficaz de conocimientos diferentes que conducen a unos apren-
dizajes y a unas ejecuciones de tareas de complejidades diferentes. De esta forma, el
aprendizaje por adaptacio´n, a medio entrenar, conduce a unas rupturas cognitivas que
pueden ser previstas mediante un estudio directo de situaciones y conocimientos y,
no solamente por estudios indirectos de comportamientos de los alumnos. Esto hace
que se le preste gran intere´s a las interpretaciones de los errores de los alumnos y a
las modalidades de su produccio´n y es aqu´ı, donde, segu´n Brousseau, los obsta´culos
epistemolo´gicos cobran importancia:
“El error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del
azar que uno cree en las teor´ıas empiristas o conductistas del aprendizaje,
sino el efecto de un conocimiento anterior, que ten´ıa su intere´s, su e´xito,
pero que, ahora, se revela falso, o simplemente inadaptado. Los errores de
este tipo no son erra´ticos e imprevisibles, esta´n constituidos de obsta´culos.
Tanto en el funcionamiento del maestro como en el del alumno, el error es
constitutivo del sentido del conocimiento adquirido.”([3])
Luego, continu´a diciendo:
“Un obsta´culo se manifiesta, por tanto, por sus errores, pero esos errores
no son debidos al azar. Fugaces, erra´ticos, son reproducibles, persistentes.
Adema´s esos errores, en un mismo sujeto, esta´n ligados entre ellos por una
fuente comu´n, una manera de conocer, una concepcio´n caracter´ıstica, co-
herente sino correcta, antigua y que ha tenido e´xito en todo un dominio de
acciones. Esos errores no son forzosamente explicitables. Sucede que no de-
saparecen radicalmente, de un solo golpe, que resisten, que persisten, luego
resurgen, se manifiestan mucho tiempo despue´s que el sujeto haya rechazado
de su sistema cognoscitivo consciente el modelo defectuoso.”([3])
Es as´ı, como se hace importante el estudio de los obsta´culos epistemolo´gicos tanto
desde el ana´lisis de la ge´nesis histo´rica de un conocimiento como en la ensen˜anza, en la
evolucio´n esponta´nea de un alumno ([2], p.41).
De esta forma, las investigaciones sobre obsta´culos epistemolo´gicos en matema´ticas,
dice Brousseau, deben dirigirse a:
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1. Encontrar los errores recurrentes y mostrar que ellos se agrupan alrededor de con-
cepciones.
2. Encontrar los obsta´culos en la historia de las matema´ticas.
3. Confrontar los obsta´culos histo´ricos con los obsta´culos de aprendizaje y establecer
su cara´cter epistemolo´gico.
Adema´s de Brousseau, otros investigadores han dado grandes aportes al estudio de la
nocio´n de obsta´culo epistemolo´gico. Cornu, por ejemplo, en su tesis doctoral sobre el
aprendizaje del concepto de l´ımite define un obsta´culo epistemolo´gico de la siguiente
manera:
“Un obsta´culo es una pieza de conocimiento; es una parte del conocimiento
del alumno. En otra e´poca, este conocimiento era generalmente satisfactorio
en la solucio´n de ciertos problemas. Es precisamente este aspecto satisfacto-
rio el que ha convertido el concepto en un obsta´culo, ancla´ndolo en la mente.
Ma´s adelante, cuando este conocimiento es enfrentado con nuevos proble-
mas, se muestra que es inadecuado, pero esta falta de adecuacio´n puede no
ser obvia.”([4], p.24).
Duroux ([2], p. 43), por su parte, propone una lista de condiciones necesarias para
que una determinada dificultad de aprendizaje manifestada por los alumnos pueda ser
considerada un obsta´culo. Dicha lista es la siguiente:
1. Un obsta´culo es un conocimiento, una concepcio´n, no es una dificultad ni una carencia
de conocimiento.
2. El conocimiento que llamamos obsta´culo produce respuestas acomodadas a un cierto
contexto, el cual ha sido encontrado con frecuencia (por el estudiante).
3. Sin embargo, el obsta´culo engendra respuestas falsas por fuera de dicho contexto.
Una respuesta correcta y universal exigir´ıa un punto de vista notablemente diferente.
4. Adema´s, el obsta´culo opone resistencia a contradicciones con las cuales se ve con-
frontado y al establecimiento de un conocimiento mejor. No basta con poseer un
conocimiento mejor para que el conocimiento precedente desaparezca (esto es lo que
diferencia la superacio´n de los obsta´culos, por un lado, y la acomodacio´n de Piaget,
por el otro). Es indispensable, en consecuencia, identificar e incorporar este rechazo
en el nuevo saber.
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5. Au´n despue´s de la toma de conciencia de su inexactitud, el obsta´culo continuara´
manifesta´ndose de manera intempestiva y tenaz.
Los obsta´culos epistemolo´gicos siempre estara´n presentes, de una u otra manera, en la
mente del alumno. Por lo tanto, para que haya progreso en el desarrollo de un saber,
no deben ser evitados; al contrario, deben ser evidenciados y enfrentados de manera
consciente hasta lograr superarlos. Para esto, segu´n Brousseau ([5], p. 159), es necesario
que haya una reconstruccio´n cognitiva, donde el viejo conocimiento sea destruido y se
transforme en un nuevo concepto satisfactorio.
1.3. Obsta´culos epistemolo´gicos en la historia del concepto de
l´ımite
Cornu ([5], p. 159) hace ver la utilidad de estudiar la historia de un concepto para
localizar periodos de lento desarrollo y dificultades que pueden indicar la presencia
de obsta´culos epistemolo´gicos y da una lista de obsta´culos presentes en el desarrollo
histo´rico del concepto de l´ımite. De acuerdo con e´l, los cuatro ma´s grandes obsta´culos
epistemolo´gicos en la historia del concepto de l´ımite son los siguientes:
I. No se logra vincular la geometr´ıa con los nu´meros en el concepto de l´ımite
Esta situacio´n es clara en el desarrollo histo´rico: Los griegos tuvieron la oportunidad de
clarificar el concepto de l´ımite cuando se plantearon el problema de calcular el a´rea del
c´ırculo. Hipo´crates de Qu´ıos, hacia el 430 a.C., quiso demostrar que la razo´n entre las
a´reas de dos c´ırculos es igual a la razo´n de los cuadrados de los dia´metros. Para ello,
inscribio´ pol´ıgonos regulares en los c´ırculos y, al aumentar indefinidamente el nu´mero
de lados, aproximaba las a´reas de los c´ırculos. En cada una de las etapas, pod´ıa afirmar
que la razo´n de las a´reas de los pol´ıgonos inscritos era igual a la razo´n de los cuadrados
de los dia´metros, y de aqu´ı se segu´ıa que esto deber´ıa ser as´ı tambie´n, “en el l´ımite”,
para las a´reas de los c´ırculos.
Los griegos, sin embargo, no desarrollaron el concepto moderno de l´ımite nume´rico,
sino que crearon el me´todo de exhaucio´n, que se aplica a magnitudes geome´tricas, no
a nu´meros, mediante un procedimiento adaptado a cada caso individual, con lo que se
pierde el concepto unificador de l´ımite de nu´meros. La gran limitacio´n del me´todo de
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exhaucio´n consistio´ en su negativa a manejar el concepto de infinito ([6], 25-35) ; ello
fue lo que les impidio´ a los griegos desarrollar el concepto moderno de l´ımite.
Los alumnos de hoy pueden ser v´ıctimas del e´xito mismo que alcanzan al resolver
problemas particulares mediante interpretaciones geome´tricas, las cuales se constituyen
en un obsta´culo que impide el desarrollo del concepto de l´ımite. Debido a la falta de
transferencia de las figuras geome´tricas a una interpretacio´n puramente nume´rica, ellos
no logran construir el concepto unificador de l´ımite nume´rico.
II. El concepto de lo infinitamente grande y lo infinitamente pequen˜o
II.1. La existencia de cantidades infinitamente pequen˜as ha sido un tema recurrente en
la historia del concepto de l´ımite. Numerosos matema´ticos tuvieron que enfrentarse a
preguntas de cara´cter filoso´fico, como las siguientes:
i. ¿Es posible que existan cantidades tan pequen˜as que son casi iguales a cero, pero a
las que no se les puede asignar un taman˜o espec´ıfico?
ii. ¿Que´ sucede cuando una de estas cantidades llega a ser cero?
El estudio de las cantidades infinitamente pequen˜as ha venido condicionando a trave´s
de la historia el concepto de l´ımite. Incluso, en mentalidades tan grandes como la de
Newton el asunto de lo infinitamente pequen˜o no es claro, como puede verse en la
evolucio´n de sus obras.
En De analysi per aequationes numero terminorum infinitas (1669), concibe las can-
tidades variables como agregados de elementos infinitesimales e introduce la idea de
un recta´ngulo indefinidamente pequen˜o o momento de a´rea, mediante el cual logra la
cuadratura de numerosas curvas.
En Methodus fluxionum et serierum infinitarum (1671), presenta su concepcio´n de las
cantidades variables como fluyentes, generadas por el movimiento continuo de puntos,
l´ıneas o planos, y denomina fluxio´n a la correspondiente rata de generacio´n. En este
texto, la idea de lo infinitamente pequen˜o sigue siendo tan persistente como en De
analysi, pero no en la forma esta´tica de los indivisibles de Cavalieri sino en la forma
dina´mica de los momentos de Galileo.
15
1.3 Obsta´culos epistemolo´gicos en la historia del concepto de l´ımite
En De quadratura curvarum (1676), Newton trata de eliminar toda huella de lo in-
finitamente pequen˜o. Dada la relacio´n de dos cantidades x, y, donde x es la variable
independiente, calcula la razo´n del cambio en x al cambio en y, producidos cuando se
permite que x fluya a x+ o; en la expresio´n algebraica que obtiene para dicha razo´n
permite que o se aproxime a cero y se desvanezca y a la razo´n resultante la denomina
razo´n u´ltima de los cambios (eventualmente, hoy se la denominar´ıa l´ımite). Es la razo´n
u´ltima de incrementos evanescentes y coincide con la razo´n primera de incrementos
emergentes.
En Principia mathematica philosophiae naturalis (1686), Newton hace una presentacio´n
del Ca´lculo bajo la forma de demostraciones geome´tricas de tipo sinte´tico y casi con
total prescindencia de ca´lculos anal´ıticos. Segu´n Boyer ([23], p. 197) , Newton continu´a
aqu´ı influido por las concepciones del siglo XVII con respecto a los indivisibles ge-
ome´tricos u´ltimos, aunque es conciente de las dificultades involucradas en un punto de
vista ingenuo sobre los infinitesimales. Esta prevencio´n de Newton se hace clara en el
siguiente para´grafo tomado del Escolio final de la Seccio´n I del Libro I de los Principia:
“Porque esas razones u´ltimas con las que se desvanecen las cantidades no
son verdaderamente las razones de cantidades u´ltimas, sino l´ımites hacia los
que siempre convergen las razones de cantidades que decrecen sin l´ımite, y
a los cuales se aproximan ma´s que por ninguna diferencia dada, pero sin
ir ma´s alla´ ni efectivamente alcanzarlo hasta disminuir infinitamente las
cantidades.”([8], p. 72)
Sin embargo, a pesar de su prevencio´n en contra de lo infinitesimal, las cantidades
infinitamente pequen˜as vuelven a aparecer con fuerza en el Lema II del Libro II de
los Principia, en el cual expone su concepcio´n de los momentos como incrementos o
disminuciones momenta´neos de cantidades variables. Afirma all´ı:
“Las part´ıculas finitas no son momentos, sino las mismas cantidades gen-
eradas por los momentos. Debemos concebirlos como los mismos principios
nacientes de las magnitudes finitas.”([8], p. 300)
Segu´n Boyer ([23], p. 199), Newton utiliza aqu´ı un lenguaje oscuro y sus momentos
resultan tan vagos como los infinitesimales de Cavalieri, Fermat y Barrow. Las impreci-
siones del lenguaje llevan a Newton a referirse, en otro lugar, al alma de las cantidades
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desvanecidas, en el momento en que ellas desaparecen, como aquello que hac´ıa posible
calcular la razo´n u´ltima de dichas cantidades ([5], p. 160). Ello condujo a un debate
intenso en el cual se cuestiono´ la validez y la solidez de las concepciones newtonianas
acerca del Ca´lculo.
Despue´s de Newton, Euler intento´ rigorizar el Ca´lculo en Institutionis calculi differ-
entialis (1755), donde rechazaba la geometr´ıa como base del Ca´lculo y trabajaba con
representaciones algebraicas formales de las funciones. Fue claro y enfa´tico en su cr´ıtica
a los infinitesimales, como en el pa´rrafo siguiente:
“No hay duda de que cualquier cantidad puede ser disminuida hasta tal
punto que se desvanezca completamente y desaparezca. Pero una cantidad
infinitamente pequen˜a no es otra cosa que una cantidad evanescente y, por
tanto, la cosa misma se hace 0. Esto esta´ tambie´n de acuerdo con la defini-
cio´n de cosas infinitamente pequen˜as, segu´n la cual se dice que las cosas
son menores que cualquier cantidad que se les asigne; cie´rtamente, no ser´ıa
posible que una de estas cosas no fuera nada, pues a menos que fuese igual
a 0, se le podr´ıa asignar una cantidad igual a s´ı misma, lo cual es contrario
a la hipo´tesis.”([9], p. 176)
Sin embargo, en el proceso para hallar la derivada, las cantidades infinitamente pequen˜as
eran tomadas por Euler, a conveniencia, como iguales a cero o diferentes de cero.
En su Cours d´analyse, de 1821, Cauchy les dio legitimidad a los infinitesimales medi-
ante la definicio´n siguiente:
“Se dice que una cantidad variable llega a ser infinitamente pequen˜a cuando
su valor nume´rico decrece indefinidamente de tal manera que converge hacia
el l´ımite cero.”([23], p. 273)
As´ı, para Cauchy, un infinitesimal no difiere de otras variables sino en el hecho de que
toma valores que convergen a cero como l´ımite.
D’Alembert, por su parte, se hab´ıa opuesto desde los tiempos de Euler al empleo de las
cantidades infinitamente pequen˜as en el Ca´lculo difrencial. Sosten´ıa que los infinitesi-
males no existen y argumentaba de la manera siguiente:
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“Una cantidad es algo o no es nada; si es algo, todav´ıa no se ha desvanecido;
si no es nada, entonces literalmente se ha desvanecido. El supuesto de que
existe un estado intermedio entre estos dos es una quimera.”([23], p. 248)
Bertrand Russell, en su ensayo magistral Las matema´ticas y los metaf´ısicos, de 1903,
resalta el papel gigantesco desempen˜ado por Weierstrass en la eliminacio´n de los in-
finitesimales, de la manera siguiente:
“Lo infinitesimal desempen˜o´ antan˜o un gran papel en las matema´ticas. In-
troducido por los griegos, que consideraron que un c´ırculo difer´ıa infinites-
imalmente de un pol´ıgono de un nu´mero inmenso de pequen˜´ısimos lados
iguales, fue paulatinamente adquiriendo importancia hasta que, una vez in-
ventado por Leibniz el ca´lculo infinitesimal, parecio´ convertirse en la nocio´n
fundamental de las matema´ticas superiores.”([10], p. 91)
“Por finWeierstrass descubrio´ que no se necesitaba para nada lo infinitesimal
y que todo pod´ıa resolverse sin ello.”([10], p. 91)
Sin embargo, segu´n Cornu ([5], p. 160), los alumnos tienen la idea de que existe un
estado intermedio entre lo que es algo y lo que no es nada. Es frecuente que los alumnos
vean el s´ımbolo ε como la representacio´n de un nu´mero que no es cero, pero que es ma´s
pequen˜o que cualquier nu´mero real positivo. Tambie´n se da el caso de alumnos para
quienes 0,999 . . . es el u´ltimo nu´mero anterior a 1, aunque no es igual a 1.
II.2. La idea de que no existe un entero ma´s grande que todos los dema´s enteros esta´
subyacente en los argumentos de Aristo´teles con respecto al infinito potencial ([6], p.
28) . Euclides, por su parte, demuestra en los Elementos de Geometr´ıa ([11],p. 853)
(Proposicio´n IX-20: “Hay ma´s nu´meros primos que cualquier conjunto de nu´meros pri-
mos”) que el nu´mero de primos no es finito, y de su demostracio´n se sigue tambie´n que
no existe un primo que sea mayor que todos los dema´s primos y, por tanto, tampoco
existe un entero mayor que todos los dema´s enteros.
Sin embargo, segu´n Cornu ([5], p. 160), los alumnos creen en la existencia de un entero
que es mayor que todos los dema´s enteros, aunque tampoco es infinito.
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III. El aspecto metaf´ısico del concepto de l´ımite
El desarrollo histo´rico del concepto de l´ımite ha estado penetrado de profundas difi-
cultades teo´ricas, muchas de ellas motivadas en el horror a los aspectos metaf´ısicos y
filoso´ficos, desde los tiempos de los antiguos griegos hasta la e´poca de la Ilustracio´n.
En esa e´poca, D’Alembert manifesto´ una especial desconfianza hacia la metaf´ısica del
infinito que invad´ıa entonces el Ca´lculo, y Lagrange expreso´ que los infinitesimales de
Leibniz carec´ıan de bases metaf´ısicas satisfactorias, por lo cual se propuso reformular
los fundamentos del Ca´lculo mediante las series infinitas, con un enfoque puramente
algebraico. Infortunadamente, el a´lgebra de su e´poca, que Lagrange hab´ıa recibido de
Euler, estaba basada en una visio´n equivocada del infinito y no se contaba entonces con
una teor´ıa rigurosa de las series infinitas.
En relacio´n con el recurso a la metaf´ısica, Kline dice lo siguiente:
“Una curiosa caracter´ıstica de los argumentos utilizados por los pensadores
del siglo XVIII fue su recurso al te´rmino metaf´ısica. El te´rmino fue uti-
lizado para sugerir que hab´ıa un cuerpo de verdades fuera del dominio de
las matema´ticas propiamente dichas, al cual pod´ıan recurrir, si fuera nece-
sario, para justificar su trabajo, aunque no estaba claro en que´ consist´ıan
exactamente esas verdades. Se supon´ıa que el recurso a la metaf´ısica daba
cre´dito a los argumentos que la razo´n no respaldaba. As´ı, Leibniz afirmaba
que en matema´ticas la metaf´ısica es de ma´s utilidad de lo que creemos. Su
argumento para tomar como suma de la serie y su principio de continuidad,
ninguno de los cuales ten´ıa ma´s apoyo que la propia asercio´n de Leibniz,
eran “justificados” como metaf´ısicos, como si esta “justificacio´n” los colocara
fuera de toda discusio´n. Tambie´n Euler apelaba a la metaf´ısica y argu¨ia que
debemos aceptarla en el ana´lisis. Cuando no pod´ıan proporcionar mejores
argumentos para una afirmacio´n, los matema´ticos de los siglos XVII y XVIII
acostumbraban a decir que la razo´n era metaf´ısica.”([9], p. 181)
Este es uno de los principales obsta´culos para la comprensio´n del concepto de l´ımite
por parte de los alumnos de hoy. Cornu ([5], p. 161) transcribe apartes de entrevistas
con estudiantes, en las cuales se hacen evidentes las dificultades de los alumnos para
el manejo del concepto de infinito: “Eso no es riguroso, aunque funciona”, “no existe”,
“es muy abstracto”, “el me´todo esta´ bien, siempre que uno se conforme con un valor
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aproximado”. La dificultad mayor de los alumnos parece provenir de que las etapas
iniciales del ca´lculo no descansan en los me´todos familiares de la aritme´tica y el a´lgebra
elemental, razo´n por la cual un estudiante afirma que “eso no son matema´ticas”.
IV. ¿Es el l´ımite alcanzado, o no lo es?
Esta es una pole´mica que se viene dando a trave´s de la historia del concepto de l´ımite.
Como se ha visto, las cantidades evanescentes, las razones u´ltimas de cantidades evanes-
centes y los momentos, que Newton hab´ıa introducido, fueron objeto de grandes cr´ıticas
por su vaguedad y falta de rigor.
Las cr´ıticas ma´s duras proven´ıan del obispo y filo´sofo George Berkeley quien en El
analista (El ana´lisis: o´ un discurso dirigido a un matema´tico infiel. Donde se examina
si el objeto, principios e inferencias del ana´lisis moderno son concebidos ma´s claramente
o son deducidos con mayor evidencia que los misterios de la religio´n y los asuntos de
la fe), de 1734, criticaba muchos de los razonamientos de Newton.
Berkeley consideraba que las fluxiones parec´ıan exceder la capacidad de comprensio´n
del hombre ya que sobrepasaban el dominio de lo finito. Hablando de las cantidades
evanescentes, Berkeley dec´ıa:
“Ciertamente, cuando suponemos que los incrementos desaparecen, debemos
suponer que sus proporciones, sus expresiones y todo lo dema´s derivado de
la suposicio´n de su existencia desaparecen con ellos.”([9], p. 175)
En cuanto a las razones de cantidades evanescentes, afirmaba:
“No son ni cantidades finitas, ni cantidades infinitamente pequen˜as, ni tam-
poco nada. Podr´ıamos llamarlos los fantasmas de las cantidades desaparecidas.”([9],
p. 181)
Las cr´ıticas de Berkeley fueron rebatidas por varios escritores matema´ticos como Ben-
jamı´n Robins y James Jurin, los cuales trataron de dar una mejor explicacio´n a los
razonamientos de Newton.
Robins consideraba que, al igual que un pol´ıgono regular inscrito en un c´ırculo nunca
pod´ıa ser igual al c´ırculo, el l´ımite nunca podr´ıa ser alcanzado, y afirmaba lo siguiente:
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“Damos el nombre de u´ltima magnitud al l´ımite al cual una cantidad variable
puede aproximarse tanto como queramos, pero al que dicha cantidad no
puede ser absolutamente igual.”([5], p. 161)
Por otro lado, Jurin tercio´ en el debate en defensa de Newton, con afirmaciones como
las siguientes:
“La razo´n u´ltima entre dos cantidades es la razo´n alcanzada en el instante
en que dichas cantidades se anulan”. “El hecho no es si el incremento es cero,
sino que esta´ desapareciendo, o que esta´ en el punto de evanescencia”. “Hay
una u´ltima razo´n de incrementos evanescentes”. “Un incremento que nace
es un incremento que comienza a existir, o a generarse, de la nada, pero
que sin embargo logra tener una magnitud a la cual puede asigna´rsele una
pequen˜a cantidad.”([5], p. 161)
Posteriormente, ya en tiempos de la Ilustracio´n, D’Alembert insist´ıa en que una cantidad
nunca puede llegar a ser igual a su l´ımite y afirmaba:
“Hablando propiamente, el l´ımite nunca coincide, o nunca llega a ser igual
a la cantidad de la cual es l´ımite, sino que es siempre aproximado, y puede
diferir por una cantidad tan pequen˜a como se quiera.”([5], p. 162)
Se puede afirmar que, a la luz de las concepciones modernas de l´ımite y de nu´mero real,
que se deben a Weierstrass, Cantor y Dedekind en la segunda mitad del siglo XIX, la
cuestio´n de si una variable alcanza su l´ımite carece de sentido. Boyer insiste en que la
pregunta tuvo importancia en otros tiempos, “cuando los matema´ticos sent´ıan que el
Ca´lculo deb´ıa ser interpretado en te´rminos de lo que era intuitivamente razonable ma´s
que de lo que era lo´gicamente consistente.”([23], p. 232)
Este debate continu´a vivo en los alumnos de hoy. Por ejemplo, en el siguiente dia´logo
de dos alumnos, citado por Cornu:
“- Entre ma´s crece n, ma´s se acerca 1n a cero.
-¿Tanto como uno quiera?
- No, porque algu´n d´ıa ellos se encontrara´n.”([5], p. 162)
Cornu cita tambie´n a un estudiante que, en medio de una discusio´n, pregunto´:“ Cuando
n tiende a cero, ¿no es n igual a cero? ”([5], p. 162)
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1.4. Las investigaciones de Sierpinska
Como puede verse, Brousseau y Cornu, al igual que Bachelard, ven la importancia
de encontrar los obsta´culos en la historia de las matema´ticas y de confrontarlos con
los obsta´culos de aprendizaje. Este aspecto ha sido muy tenido en cuenta por otros
investigadores en sus investigaciones sobre obsta´culos epistemolo´gicos. Sierpinska al
respecto afirma:
“Por una parte, podemos esperar que el conocimiento de las condiciones
histo´ricas en las cuales un obsta´culo ha sido reconocido y luego supera-
do nos ayudara´ a comprender las fuentes y la naturaleza de un obsta´culo
ana´logo descubierto en los alumnos. Por otra parte, es posible que el des-
cubrimiento y el ana´lisis de los obsta´culos o de las dificultades encontradas
en un alumno de hoy en d´ıa permita esclarecer los puntos de vista adoptados
por los matema´ticos del pasado.”([12], 5-67)
En su estudio sobre obsta´culos epistemolo´gicos presentes en los alumnos, con respecto
al concepto de l´ımite, Sierpinska ([12], 5-67; [13], 371-397) analiza las diferentes concep-
ciones que e´stos poseen con respecto a dicha nocio´n. Adema´s, hace ver la relacio´n entre
la componente histo´rica y la componente pedago´gica, exhibiendo conflictos con respecto
a este concepto que han estado presentes desde tiempo inmemorial y que au´n continu´an
presentes en los alumnos. Es as´ı, como propone una lista de obsta´culos epistemolo´gicos
relativos a la nocio´n de l´ımite. Esta lista, clasificada en el marco del concepto topolo´gico
de l´ımite, es presentada por de la Torre de la siguiente manera:
“I. Los obsta´culos que niegan al paso al l´ımite el estatuto de op-
eracio´n matema´tica (“horror al infinito”)
I.1 El paso al l´ımite es un me´todo de demostracio´n de ciertas relaciones entre
cantidades, que sigue un esquema riguroso, por el cual se elimina el problema
del infinito. Puede asumir las formas I.2, I.3 y I.4, descritas enseguida:
I.2 Un razonamiento basado en una induccio´n incompleta.
I.3 La bu´squeda de algo acerca de lo cual so´lo se conocen aproximaciones.
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I.4 La justificacio´n del resultado obtenido, no mediante demostraciones rig-
urosas, sino por medio de una fo´rmula que describa la situacio´n dada y que
permita la verificacio´n a posteriori, a trave´s de un ca´lculo sencillo.
I.5 El obsta´culo “f´ısico”: Asociar el paso al l´ımite con el movimiento, con el
acercamiento a algo.
I.6 Transferir automa´ticamente a las magnitudes infinitas los me´todos alge-
braicos que son apropiados para la manipulacio´n de magnitudes finitas.
I.7 Transferir las propiedades de los te´rminos de una sucesio´n convergente
al l´ımite.
II. Los obsta´culos ligados al concepto de funcio´n
II.1 La definicio´n de Cauchy: “Cuando los valores sucesivamente atribuidos
a una variable se acercan indefinidamente a un valor fijo, de manera que
terminan por diferir de e´l tan poco como se quiera, se denomina a este u´ltimo
el l´ımite de todos los otros”. La relacio´n funcional se presenta as´ı como una
atribucio´n de valores nume´ricos. La definicio´n de Cauchy se aplica so´lo a la
nocio´n de convergencia de sucesiones nume´ricas.
II.2 La atencio´n se dirige exclusivamente hacia el aspecto relacional de fun-
cio´n.
II.3 La reduccio´n a las funciones mono´tonas.
II.4 La confusio´n entre el concepto de l´ımite y los de l´ımite superior o inferior.
III. Los obsta´culos ligados a la concepcio´n geome´trica del concepto
de l´ımite
III.1 El concepto de diferencia entre una magnitud variable y una magnitud
constante, que es el l´ımite de aquella. Es necesario precisar que´ se entiende
por diferencia entre magnitudes.
III.2 El concepto moderno de l´ımite esta´ ligado a la operacio´n topolo´gica de
cerradura; sin embargo, en ciertas situaciones, la concepcio´n geome´trica del
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l´ımite lo acerca ma´s a lo que pudiera denominarse la cota de un conjunto.
Las fuentes de este obsta´culo radican en la falta de un concepto bien formado
del nu´mero real.
IV. El obsta´culo lo´gico: El eclipse de los cuantificadores o de su
orden
Los cuantificadores no se imponen de manera natural al concepto de l´ımite
en los problemas en que existe el l´ımite y es fa´cil encontrarlo.
V. El obsta´culo del s´ımbolo
So´lo cuando el paso al l´ımite adquiere el estatuto de una operacio´n matema´ti-
ca se hace necesario darle un s´ımbolo. Fue Cauchy quien introdujo el s´ımbolo
para la operacio´n de paso al l´ımite, pues para e´l el concepto de l´ımite era
fundamental, anterior a los de derivada, continuidad e integral.”([14])
Este trabajo de investigacio´n queda enmarcado en el numeral III.1 de los obsta´culos lig-
ados a la concepcio´n geome´trica de l´ımite, dado por Sierpinska en su lista de obsta´culos
epistemolo´gicos y que es donde tiene cabida el concepto de tangente.
De acuerdo con Sierpinska, este obsta´culo puede manifestarse como una idea geome´trica
de la diferencia entre una magnitud variable y una magnitud constante. Esta idea de
diferencia es la que se ha tratado en el me´todo de exhaucio´n. El te´rmino diferencia
cambia de sentido con el cambio de la magnitud en cuestio´n y esta puede ser una de las
razones por las cuales hay tanto problema en transformar este me´todo en un teorema
general. Son s´ıntomas de este obsta´culo:
1. La concepcio´n de c´ırculo como el l´ımite de pol´ıgonos inscritos o circunscritos. Entre
ma´s lados tenga un pol´ıgono, su forma difiere poco de la del c´ırculo.
2. La idea de tangente como el l´ımite de una secante variable. En cierto momento, la
posicio´n de la secante difiere tan poco como uno quiera de la posicio´n de la tangente.
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1.5. Concepto imagen y concepto definicio´n
Como se ha visto, las experiencias presentes en los alumnos pueden afectar de manera
significativa el modo como ellos forman sus representaciones mentales de los concep-
tos. Estas representaciones var´ıan de persona a persona, de tal manera que un mismo
individuo puede reaccionar de diferentes formas a ciertos te´rminos en distintas situa-
ciones. De acuerdo con Cornu ([15], p. 496), estos modelos individuales son elaborados
de modelos esponta´neos, es decir, modelos que esta´n presentes antes del aprendizaje de
una nocio´n matema´tica y que se originan en la experiencia diaria, interfiriendo con la
definicio´n matema´tica.
Para describir la manera como trabaja la estructura conceptual de un individuo, S.
Vinner y Hershkowitz ([15], p. 496) introducen los te´rminos concepto-imagen y concepto-
definicio´n, con los cuales es posible explicar algunos errores conceptuales de los alumnos.
El te´rmino concepto-imagen es usado para describir toda la estructura cognitiva aso-
ciada con un concepto. Puede ser una representacio´n visual del concepto o un cuadro
mental o una coleccio´n de impresiones o experiencias, las cuales pueden ser traducidas
en formas verbales, aunque estas no son la primera cosa evocada en la memoria, son
so´lo el u´ltimo estado. Parece ser que a diferentes e´pocas es posible evocar ima´genes
conflictivas. Esta parte del concepto imagen que se activa en un momento particular
recibe el nombre de concepto-imagen evocada.
Por su parte, el concepto-definicio´n es una forma de palabras usadas para especificar al-
gu´n concepto. Este puede ser aprendido por un individuo de manera rutinaria. Tambie´n
puede ser una reconstruccio´n personal de una definicio´n, es decir, una forma de palabras
que un individuo usa para dar su propia explicacio´n de su concepto imagen evocada.
Para cada individuo un concepto definicio´n genera su propio concepto imagen. De esta
forma, el concepto definicio´n personal de un individuo difiere del concepto definicio´n
formal, que es a la larga el aceptado por la comunidad matema´tica.
Para mirar como puede formarse el concepto-imagen y el concepto-definicio´n en la
estructura cognitiva, Vinner ([16], p. 69) supone la existencia de dos celdas. La primera
para el concepto-definicio´n y la segunda para el concepto-imagen. De acuerdo con e´l,
puede ocurrir lo siguiente:
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1. Una o ambas celdas este´n vac´ıas. La celda del concepto-imagen es considerada vac´ıa
mientras algu´n significado no este´ asociado con el nombre del concepto. Esto puede
ocurrir en muchas situaciones donde el concepto-imagen es memorizado. Es posible
que haya interaccio´n entre las celdas, aunque ellas pueden formarse independiente-
mente.
2. La celda del concepto-imagen esta´ vac´ıa en un principio. El concepto es introducido
primero por medio de una definicio´n y despue´s de muchos ejemplos y explicaciones
la celda del concepto-imagen se va llenando gradualmente (Figura 1.1).
Figura 1.1: Proceso de llenado del concepto-imagen, de forma gradual
3. El concepto-imagen es formado por medio del concepto-definicio´n y es completa-
mente controlado por e´l (Figura 1.2).
Figura 1.2: Concepto-imagen formado a trave´s del concepto-definicio´n
Segu´n Vinner ([16], p. 70) el concepto-imagen se va “llenando” gradualmente, pero
no necesariamente refleja todos los aspectos del concepto-definicio´n.
Lo que en realidad suele ocurrir es que ambas ima´genes conceptuales coexisten y
que, adema´s, pueden incluir aspectos contradictorios. Estas contradicciones so´lo se
manifestara´n cuando sean evocadas simulta´neamente (Figura 1.3).
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Figura 1.3: Interaccio´n entre definicio´n e imagen
4. Si no existe una verdadera integracio´n entre las ima´genes conceptuales, es remplazado
por el ma´s natural e intuitivo (Figura 1.4).
Figura 1.4: Respuesta intuitiva
El conflicto entre la imagen conceptual de un concepto y la definicio´n de dicho concepto
significa, en la pra´ctica, la ausencia de una verdadera comprensio´n del concepto, tal
como se ha puesto de manifiesto en numerosos trabajos, algunos relativos tambie´n a
cuestiones ma´s o menos ba´sicas del Ana´lisis Matema´tico.
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2.1. Planteamiento del problema
La comprensio´n del concepto de tangente a una curva plana en un punto dado es de gran
importancia, antes de introducir en los alumnos el concepto de l´ımite. Sin embargo, su
ensen˜anza se limita a una breve descripcio´n dada por el profesor en el curso de Geometr´ıa
o se hace en los cursos de Ca´lculo como una introduccio´n al concepto de derivada, luego
de haber estudiado el concepto de l´ımite y no previamente.
El concepto de l´ımite es quiza´s la piedra angular sobre la cual se construye todo el
edificio del Ca´lculo, ya que e´sta es la base para acceder a otras nociones ba´sicas, como
son las de derivada e integral. No obstante, su comprensio´n ha sido por largo tiempo
un tormento, tanto para los alumnos como para el profesor, ya que una de las carac-
ter´ısticas de la ensen˜anza cla´sica del concepto de l´ımite es una introduccio´n temprana
de los teoremas fundamentales, que permiten calcular los l´ımites con la ayuda de ma-
nipulaciones algebraicas. Esto, aunque muchas veces causa satisfaccio´n en el docente,
no da la seguridad de que haya una clara comprensio´n del funcionamiento del concepto
por parte del alumno. Este proceder es el que no permite que en el proceso de en-
sen˜anza y aprendizaje del Ca´lculo, en particular del concepto de l´ımite, se detecten en
los alumnos las dificultades que se presentan en el proceso cognitivo, entre las cuales
esta´n los obsta´culos de tipo epistemolo´gico, que han hecho que en el alumno no se
logre o se logre erradamente la integracio´n entre el concepto-imagen del alumno y el
concepto-definicio´n.
Podr´ıa afirmarse que una clara comprensio´n del concepto de tangente a una curva, puede
ayudar a mejorar la comprensio´n del concepto de l´ımite por parte de los alumnos. Por
lo tanto, se hace importante poder evidenciar las dificultades que presentan los alumnos
en la comprensio´n del concepto de tangente y, en un futuro poder disen˜ar estrategias
metodolo´gicas que ayuden a progresar en el entendimiento de dicho concepto. De esta
forma, esta investigacio´n se centra en estudiar algunas de estas dificultades, en particular
las que tienen que ver con el obsta´culo eucl´ıdeo de tangente a una curva. Se plantean,
por lo tanto, las siguientes conjeturas:
1. Cuando se le pide a los alumnos que den la definicio´n de tangente a una curva
2.1 Planteamiento del problema
plana por un punto dado, en su mayor´ıa responden a dicha pregunta de acuerdo a
la definicio´n eucl´ıdea de recta tangente:
“Definicio´n III-2: Se dice que una recta es tangente al c´ırculo cuando lo
toca y prolongada no lo corta.”([11], p. 750)
2. La presencia en los alumnos de la concepcio´n eucl´ıdea puede convertirse en un ob-
sta´culo que les impide hallar la tangente a ciertas curvas por algunos puntos de
ellas.
Se podr´ıa pensar que al evidenciar dicho obsta´culo, se resolver´ıa en gran parte las
dificultades en la comprensio´n del concepto de l´ımite que presentan los alumnos.
Este estudio se basa en los supuestos de Sierpinska ([12], p. 8), segu´n los cuales es posible
comprender los or´ıgenes y la naturaleza de un obsta´culo descubierto en un alumno si
se hace un estudio de las condiciones histo´ricas en las cuales dicho obsta´culo ha sido
reconocido.
De esta forma, se comienza con un exhaustivo estudio histo´rico del desarrollo del concep-
to de tangente, con e´nfasis en los trabajos que Descartes y Fermat hicieron al respecto,
pues como se dijo antes, el estudio histo´rico de un concepto matema´tico, en este caso el
concepto de tangente, es una herramienta de gran poder a la hora de evidenciar en los
alumnos obsta´culos epistemolo´gicos. Por otro lado, se utiliza como instrumento ba´sico
la entrevista cl´ınica, con la cual se podra´ obtener valiosa informacio´n sobre el concepto-
imagen y el concepto-definicio´n del alumno con respecto a la nocio´n de tangente. La
informacio´n obtenida mediante la aplicacio´n de la entrevista cl´ınica, sirve de ayuda para
confeccionar un cuestionario escrito que permita sistematizar la experiencia del guio´n
de la entrevista. Este cuestionario posibilita extender el guio´n entrevista a una mues-
tra mayor de alumnos y obtener resultados ma´s generales, que conduzcan a detectar la
presencia en los alumnos de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y del obsta´culo eucl´ıdeo.
Por lo tanto, con este trabajo de investigacio´n se pretende evidenciar la presencia, en
los alumnos, de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y el obsta´culo “eucl´ıdeo”, tomando
como herramientas fundamentales el estudio del desarrollo histo´rico de dicho concepto
y la entrevista cl´ınica.
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2.2. Objetivos
De acuerdo con lo anterior, para llevar a cabo este trabajo de investigacio´n, se plantean
los siguientes objetivos:
Objetivos generales
1. Detectar en los alumnos la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente.
2. Poner en evidencia en los alumnos el obsta´culo eucl´ıdeo, el cual les impide el progreso
en el entendimiento del concepto de tangente a una curva plana en un punto dado.
Objetivos espec´ıficos
1. Hacer un estudio del origen y desarrollo histo´rico del concepto de tangente a una
curva, con e´nfasis en los trabajos de Descartes y Fermat.
2. Disen˜ar y aplicar un guio´n de entrevista cl´ınica, para la deteccio´n en los alumnos de
la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y el obsta´culo eucl´ıdeo.
3. Disen˜ar y aplicar un cuestionario escrito a una poblacio´n amplia de alumnos con
el fin de comprobar, mediante un estudio estad´ıstico, los resultados obtenidos en la
aplicacio´n del guio´n de entrevista.
2.3. Resultados esperados
Mediante un estudio teo´rico experimental se espera poder detectar la presencia de la
concepcio´n eucl´ıdea y del obsta´culo eucl´ıdeo en los alumnos. Su deteccio´n permite que en
un futuro puedan tomarse los correctivos necesarios, de tal forma que se creen estrategias
metodolo´gicas que ayuden a los alumnos a superar dicho obsta´culo.
Muy seguramente, al finalizar este trabajo de investigacio´n, la comunidad estudiantil
universitaria y de la ba´sica secundaria se vera´ notablemente beneficiada con los resul-
tados obtenidos. As´ı, el estudio realizado se podra´ validar a mediano y largo plazo y
extenderlo al resto de la comunidad, tanto a nivel local, nacional y, posteriormente, por
que´ no, en el contexto internacional.
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2.4. Descripcio´n y estructura de la entrevista cl´ınica
Como se ha dicho antes, la entrevista cl´ınica se convierte en una herramienta importante
para evidenciar, en los alumnos, obsta´culos epistemolo´gicos relativos a algu´n concepto
matema´tico. Adema´s, da las pautas para disen˜ar un cuestionario escrito con el cual,
pueda llevarse a cabo un tratamiento estad´ıstico de los datos cuantitativos obtenidos
de una muestra ma´s representativa de alumnos y obtener as´ı, resultados ma´s generales.
La entrevista cl´ınica tiene sus or´ıgenes en los trabajos de los sicoanalistas del siglo XIX,
aunque se cree que ciertas formas de interrogatorio sistema´tico se emplearon en las
culturas griega y romana, y muy posiblemente antes. Sin embargo, fueron principal-
mente Jean Piaget y un grupo de sicoanalistas suizos quienes en las de´cadas de 1920
y 1930 perfeccionan la entrevista como instrumento de evaluacio´n de las capacidades
cognitivas.
El enfoque de Piaget consiste en presentar objetos o hechos espec´ıficos, cuidadosamente
seleccionados, y formular preguntas concretas con un vocabulario muy cuidado. En su
estudio con nin˜os, Piaget utiliza la metodolog´ıa de la entrevista para lograr alcanzar
tres objetivos fundamentales, a saber: 1) despertar en los nin˜os la actividad intelectual,
2) caracterizar la naturaleza y la organizacio´n de los procesos cognitivos que esta´n bajo
su consideracio´n y 3) evaluar el nivel de competencia del alumno.
Con respecto a este aspecto, Novak y Gowin consideran lo siguiente:
“El grado relativamente alto con que se pueden predecir las respuestas de los
nin˜os en estas entrevistas sirvio´ de apoyo a la teor´ıa de Piaget del desarrollo
cognitivo, ampliamente utilizada en los Estados Unidos en los an˜os sesenta
y setenta para explicar por que´ fracasaban los alumnos en ciertas tareas de
aprendizaje.”([17], p. 146)
Ma´s adelante, continu´an diciendo:
“Parte de la genialidad de Piaget estriba en haber ideado los hechos y ob-
jetos espec´ıficos utilizados en las entrevistas, y las preguntas que hacen
posible observar regularidades en las respuestas de los nin˜os (es decir, en
sus afirmaciones sobre hechos u objetos). A partir de la observacio´n de estas
31
2.5 Planificacio´n y disen˜o de la entrevista cl´ınica
regularidades, Piaget elaboro´ conceptos, principios y una teor´ıa del desarrol-
lo cognitivo. Puso de manifiesto algo que se encuentra relativamente pocas
veces en la ciencia: el genio necesario para crear nuevas metodolog´ıas, con-
ceptos, principios y teor´ıas que expliquen un feno´meno que ocurre de manera
natural.”([17], p. 147)
Los psico´logos conductistas son quienes ma´s duras cr´ıticas hacen al trabajo de Piaget.
Segu´n ellos, no se debe especular sobre los procesos internos de la mente (es decir,
sobre las pautas de razonamiento), sino sobre las conductas manifiestas. Debido a que
la corriente psicolo´gica predominante en Estados Unidos, durante este periodo, es la
conductista, el trabajo de Piaget no es muy apreciado. Ya en la de´cada de los sesenta,
en plena decadencia del conductismo, comienza a tomar fuerza el trabajo de Piaget,
con los estudios de Ripple y Rockcastle ([17], p.147 ). No obstante, an˜os ma´s tarde las
ideas Piaget son blanco de nuevas cr´ıticas, bajo el supuesto de que su teor´ıa restringe
demasiado sus me´todos en la entrevista y por consiguiente conduce a interpretaciones
demasiado estrechas de los datos registrados, a partir de ellas. Novak y Gowin opinan
lo siguiente al respecto:
“Piaget se equivoco´ al no reconocer adecuadamente el importante papel que desempen˜an
el desarrollo del lenguaje y las estructuras espec´ıficas de conceptos relevantes, en el
desarrollo de las pautas de razonamiento de los nin˜os.”([17], p. 147)
Sin embargo, au´n permanecen presentes muchas de las ideas de Piaget sobre las rela-
ciones entre las experiencias de los nin˜os con hechos y objetos que encuentran alrededor,
y su desarrollo cognitivo.
2.5. Planificacio´n y disen˜o de la entrevista cl´ınica
Las tareas que se realizan en el desarrollo de una entrevista cl´ınica son acontecimientos
que se construyen con los alumnos y los datos que se registren dependera´n de las tareas
que con anticipacio´n se preparan y de las preguntas que se formulen. El formato de la
entrevista puede variar desde una entrevista bastante flexible (con tareas y preguntas
que var´ıen de un estudiante a otro) hasta una entrevista estrictamente normalizada (con
tareas y pautas de interrogacio´n establecidas cuidadosamente). En este u´ltimo tipo de
entrevista se encuentra la entrevista piagetiana. Las tareas y/o las preguntas que se
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hacen en el transcurso de la entrevista pueden variar dentro de ma´rgenes estrechos o
amplios, y los datos que de ella se registren pueden ser utilizados con diferentes enfoques,
de acuerdo a los objetivos que se han trazado. Son muchas las razones para seleccionar,
en una entrevista, tareas y preguntas con un grado variable de flexibilidad. Se debe
tener en cuenta, sin embargo, que se esta´ tratando de explorar la estructura cognitiva
del alumno, y averiguar, no solamente que´ conceptos y proposiciones existen en ella,
sino adema´s, co´mo estos conceptos y proposiciones esta´n estructurados y co´mo pueden
activarse para resolver problemas. Por ello, una lista limitada de tareas y/o preguntas
puede que no sean capaces de poner de manifiesto conocimientos y capacidades que son
sumamente relevantes cuando se valoran las capacidades de manera ma´s amplia.
Se pueden planear, disen˜ar y desarrollar entrevistas para cualquier tema. La idea es
disen˜ar entrevistas para evaluar las estructuras individuales de conocimientos de los
alumnos y sus estrategias de razonamiento. Como dice Asubel,“el factor ma´s importante
que influye en el aprendizaje es lo que el alumno ya sabe.” ([17], p. 149)
Para de la Torre ([4], p. 65), lo importante de la entrevista no son los errores y aciertos
de los alumnnos, sino las respuestas que estos dan; pues de esta forma es posible analizar
como se forma y evoluciona el concepto que se esta´ estudiando. Por lo tanto, de acuerdo
con de la Torre, la intervencio´n del entrevistador en el dia´logo debe programarse de tal
forma que entre en consoncia con las respuestas previsibles del entrevistado.
En este trabajo de investigacio´n la entrevista presenta una marcada orientacio´n de tipo
pedago´gica y se usa como instrumento para evidenciar, a partir del concepto-imagen y el
concepto-definicio´n de los alumnos, la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea y el obsta´culo
eucl´ıdeo. Si bien, el alumno responde mal o no responde, los errores o carencias en las
respuestas son considerados importantes a la hora de hacer el ana´lisis de la entrevista.
De esta forma, el contenido de la entrevista presenta una componente en su mayor´ıa
visual. En general, el alumno escucha la pregunta mientras se le pide que trace una
curva o se le muestra alguna representacio´n gra´fica. De igual manera, se le pide que re-
sponda ampliamente, evitando las respuestas laco´nicas de “si” o “no”. El mayor intere´s
se centra en aquellas dificultades de comprensio´n que provienen de la necesaria evolu-
cio´n del razonamiento, no en las que se derivan de la notacio´n o la nomenclatura. Pues
como se dijo antes, los errores o carencias en las respuestas son considerados impor-
tantes a la hora de hacer el ana´lisis de las entrevistas. Por lo tanto, en todos los casos,
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particularmente cuando las respuestas sean manifiestamente incorrectas, debe hacerse
todo lo posible por evitar el dirigismo y estar atentos con los ma´s mı´nimos detalles
(como ciertas expresiones faciales, corporales, verbales, etc.). Naturalmente, en algunas
ocasiones es necesario formular de nuevo la pregunta con el fin de evitar algunos errores
absurdos que, aunque no tengan relacio´n directa con el razonamiento estudiado, pueden
obstaculizarlo. La actitud general del entrevistador debe ser, sin embargo, la de buscar
el dia´logo, por encima de los resultados.
En el momento en que se llevan a cabo las entrevistas, debe procurarse que el ambiente
general sea de mucha tranquilidad. Por eso, es bueno advertir al alumno, por ejemplo,
que no se trata de un examen en el cual hay una nota aprobatoria o reprobatoria, sino
tan so´lo de conocer lo que e´l piensa acerca del concepto matema´tico objeto de estudio.
Los alumnos son notificados con anterioridad de que las entrevistas que presentara´n
sera´n grabadas y posteriormente usadas en un trabajo de investigacio´n de tipo pedago´gi-
co, garantiza´ndoles la confidencialidad de sus datos personales. Se les solicita tambie´n
mantener cierta discrecio´n con sus compan˜eros acerca del contenido de la prueba, pues
posiblemente algunos de ellos sera´n entrevistados posteriormente.
La eficacia de la entrevista cl´ınica para detectar la construccio´n y evolucio´n de un
concepto matema´tico en la mente de los alumnos, es lo que ha motivado a utilizar
este me´todo pedago´gico en este trabajo de investigacio´n. Esta metodolog´ıa permite
recolectar una gran cantidad de datos cualitativos acerca de lo que saben los alumnos
sobre el concepto objeto de estudio. Con el estudio de las entrevistas cl´ınicas hay que
ser muy cuidadosos, ya que una mala interpretacio´n y ana´lisis de los datos recolectados
puede poner en peligro la objetividad de la hipo´tesis.
2.6. Importancia de la prueba escrita
Aunque la entrevista cl´ınica es el me´todo por excelencia para estudiar la formacio´n de
un concepto, ya que el lenguaje, los gestos, en general las formas de sus respuestas, son
maneras como el alumno exterioriza su concepto-imagen y su concepto-definicio´n, con
respecto a algu´n concepto matema´tico, esta presenta algunos inconvenientes como los
siguientes:
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1. El reducido nu´mero de entrevistas. Cada entrevista se realiza personalmente, lo cual
lleva a que se invierta gran cantidad de tiempo tanto en su realizacio´n como en su
estudio. Esto hace a que el nu´mero de entrevistas sea necesariamente reducido.
2. Dificultad en la generalizacio´n. El reducido nu´mero de entrevistas impide que puedan
generalizarse los resultados obtenidos, sin previamente comprobar los mismos en un
conjunto ma´s grande de poblacio´n.
3. Subjetividad del procesamiento de los resultados. La posible subjetividad en cuanto
a la toma y evaluacio´n de datos son otros de los inconvenientes que se encuentran en
el estudio de las entrevistas, ya que el desarrollo de las entrevistas, la interpretacio´n
de las actitudes y respuestas siempre tiene algo de subjetivo.
Por tal motivo, se hace importante la realizacio´n de una prueba escrita que, a diferencia
de la entrevista, presente las siguientes caracter´ısticas:
1. Sea posible realizar a una poblacio´n considerable de alumnos que sea representativa
estad´ısticamente.
2. Se obtengan datos cuantitativos que permitan su posterior tratamiento estad´ıstico.
3. Reproduzca la hipo´tesis del trabajo de investigacio´n de igual manera como se espera
en las entrevistas, pero a una mayor cantidad de individuos.
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El propo´sito de este cap´ıtulo es hacer un estudio histo´rico del desarrollo que ha tenido,
a trave´s de los an˜os, el concepto de tangente a una curva y que dio pautas al desarrollo
posterior del ca´lculo infinitesimal. En particular, se centra en los estudios que sobre
dicho concepto desarrollaron Rene´ Descartes y Pierre de Fermat en el siglo XVII. Al
hacer este estudio histo´rico, podra´n mostrarse las dificultades y obsta´culos presentes en
estos matema´ticos. Adema´s, esta sera´ una herramienta de gran utilidad que ayudara´,
en el trabajo de campo, a evidenciar obsta´culos similares au´n presentes en los alumnos.
3.1. Introduccio´n
El problema de determinar la tangente a una curva en un punto de e´sta intereso´ profun-
damente a los matema´ticos griegos de la Antigu¨edad, quienes concibieron inicialmente
la tangente como una recta que toca a la curva sin cortarla, inspira´ndose para ello en
sus observaciones sobre el c´ırculo. Los miembros ma´s eminentes de la primera escuela de
Alejandr´ıa - Euclides, Apolonio y Arqu´ımedes - se ocuparon del problema. A finales del
siglo IV a.C., Euclides presento´ en los Elementos de Geometr´ıa los resultados relativos
a la tangente al c´ırculo, entre los cuales se destacan los siguientes:
“Definicio´n III-2: Se dice que una recta es tangente al c´ırculo cuando lo toca
y prolongada no lo corta.” ([11], p. 750).
“Proposicio´n III-16: La recta perpendicular en el extremo de un dia´metro cae
fuera del c´ırculo; entre esta recta y la periferia no se interpondra´ ninguna
otra y el a´ngulo del semic´ırculo es mayor que cualquier a´ngulo rectil´ıneo
agudo y lo restante menor.” ([11], p. 760)
En el siglo III a.C., Apolonio definio´ la tangente a una seccio´n co´nica como la recta
trazada por el extremo de un dia´metro paralelamente a las ordenadas a e´ste. Apolonio
logro´ as´ı extender a las co´nicas la concepcio´n de tangente que Euclides hab´ıa establecido
para el c´ırculo. El texto pertinente de Apolonio, tomado de Las co´nicas, reza as´ı:
“Proposicio´n I-17: La paralela por el ve´rtice de una seccio´n co´nica a una
recta trazada ordenadamente cae fuera de la seccio´n.” ( [18], p. 336)
3.1 Introduccio´n
Al finalizar la prueba de este teorema, Apolonio escribio´:
“. . . luego la paralela por A a una recta trazada ordenadamente no caera´
dentro, sino fuera de la seccio´n y sera´ tangente a e´sta”,
donde A es el ve´rtice de la seccio´n.
Apolonio complemento´ su estudio de la tangente a una seccio´n en el ve´rtice de e´sta con
algunos resultados notables, entre los cuales se destaca el siguiente, por su semejanza
con los que Euclides hab´ıa establecido para el c´ırculo en la Proposicio´n III-16:
“Proposicio´n I-32: La paralela desde el ve´rtice de un seccio´n co´nica a una
recta trazada ordenadamente es tangente a la seccio´n y ninguna otra recta
caera´ entre la tangente y la seccio´n.”( [18], p. 342)
Hab´ıa dificultades, sin embargo, para aplicar los me´todos euclidianos a otra clase de
figuras geome´tricas planas conocidas tambie´n por los griegos, como, por ejemplo, la
espiral de Arqu´ımedes. Este matema´tico del siglo III a.C. pudo encontrar la tangente a
la curva, siguiendo posiblemente consideraciones de tipo cinema´tico, que le permitieron
determinar la direccio´n instanta´nea del movimiento del punto mediante el cual se genera
la curva.
Con la decadencia de la escuela de Alejandr´ıa los me´todos de la geometr´ıa sinte´tica de
los griegos pasaron a un segundo plano, mientras se impon´ıa la orientacio´n intelectual
de los musulmanes. A finales del siglo XVI los matema´ticos europeos hab´ıan redescu-
bierto la tradicio´n geome´trica griega, cuyo contacto con el a´lgebra desarrollada por el
Islam termino´ originando dos acontecimientos de primera magnitud en la historia de
las matema´ticas: a) la invencio´n del a´lgebra simbo´lica, por Vieta, en 1591; b) la ge-
ometr´ıa anal´ıtica, creada por Descartes y Fermat, independientemente uno de otro, en
la tercera de´cada del siglo XVII. Con el desarrollo de la geometr´ıa anal´ıtica se clarifico
la relacio´n entre las curvas y las ecuaciones, y el hecho de que toda ecuacio´n en dos
variables determinara una curva en el plano produjo una verdadera explosio´n de nuevas
curvas, con algunas de las cuales resultaba inadecuado el concepto griego de tangente.
La para´bola cu´bica, por ejemplo, que se ilustra en la Figura 3.1 (p. 38), era una curva
bien conocida de Fermat, quien se refiere a ella en una carta de 1636, en los te´rminos
siguientes:
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“... una figura como una para´bola, de tal tipo que los cubos de las ordenadas
esta´n en proporcio´n con los segmentos que ellas cortan en el dia´metro. Esta
figura es algo como una para´bola y difiere de e´sta so´lo en el hecho de que en
una para´bola tomamos la razo´n de los cuadrados mientras que en esta figura
yo tomo la de los cubos. Esta es la razo´n por la cual M. de Beaugrand, a
quien le presente´ este problema, la llama una para´bola cu´bica.” ([19], 611)
Figura 3.1: Para´bola cu´bica
¿Co´mo se determina la tangente en el punto B, donde la curva y el dia´metro coinciden,
si se concibe la tangente como una recta que toca, pero no corta, a la curva?
Todo ello llevo´ a que los matema´ticos del siglo XVII, como Descartes, Fermat, Rober-
val, Barrow y Torriccelli, retomaran o criticaran los me´todos de los antiguos griegos
y se dieron a la tarea de desarrollarlos y aplicarlos para la obtencio´n de la tangente
a cualquier curva. Algunos de ellos razonaron de manera primordialmente geome´trica,
otros lo hicieron con una orientacio´n algebraica, y otros introdujeron elementos cin-
ema´ticos en su razonamiento. Sus investigaciones abrieron el camino para la invencio´n
del ca´lculo, por Newton y Leibniz, en el u´ltimo tercio del siglo XVII.
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3.2. El me´todo de Descartes para determinar la tangente a
una curva
Todo el trabajo de Vieta en el Arte Anal´ıtico es fundamental en el desarrollo matema´tico
de Descartes. Siguiendo la idea de e´ste, de obtener ecuaciones determinadas 1 a partir
de construcciones geome´tricas, Descartes desarrolla La ge´ome´trie, en donde ampl´ıa esta
idea a problemas geome´tricos indeterminados 2 en dos inco´gnitas que, al igual que
Vieta, son concebidas como segmentos. La primera, es medida a partir de un punto
inicial a lo largo de un eje dado, y los segmentos que representan la otra inco´gnita son
determinados por la ecuacio´n dada y se levantan como ordenadas formando un a´ngulo
determinado con el eje.
En cuanto a la simbolog´ıa utilizada, Descartes hace ciertas mejoras en el uso de las letras
de Vieta, empleando las primeras letras del alfabeto para representar las cantidades
conocidas, y las u´ltimas para las inco´gnitas. Pero, al igual que Vieta, so´lo utiliza las
letras para representar nu´meros positivos, aunque efectu´a restas entre te´rminos con
coeficientes literales. Tambie´n introdujo la notacio´n x3, x4, x5, etc. para las potencias,
pero usa indistintamente la notacio´n xx o´ x2 para la segunda potencia. Rompe as´ı con
la tradicio´n griega de no admitir en geometr´ıa ma´s que la primera, segunda y terceras
potencias (longitud, a´rea y volumen), siendo posible multiplicar ma´s de tres segmentos.
El producto de tres segmentos, por ejemplo, ya no es un recta´ngulo o un paralelep´ıpedo,
sino otro segmento ([20], p. 4). La igualdad la representa con el s´ımbolo ∞ que es, segu´n
Newman ([21], p. 170), una ligacio´n que simboliza las dos primeras letras de la palabra
“aequare”.
Para abordar un problema dado, Descartes trabajaba anal´ıticamente, suponiendo cono-
cida la solucio´n y representando con letras, como dijimos antes, los segmentos, conocidos
y desconocidos, necesarios para la solucio´n buscada. Luego, mostrando como se rela-
cionan entre s´ı los segmentos, va resolviendo el problema, hasta llegar a encontrar una
ecuacio´n. Descartes describe este hecho de la siguiente manera:
“Si queremos resolver un problema cualquiera, debe primero suponerse el
problema resuelto, y dar nombre a todos los segmentos que parecen nece-
sarios para la construccio´n, tanto a esos que son desconocidos, como a los
1Que tienen una u´nica solucio´n.
2En las que hay tantos segmentos como soluciones posibles.
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otros. Despue´s, sin establecer ninguna diferencia entre los segmentos cono-
cidos y los desconocidos, debemos desentran˜ar la dificultad, segu´n el orden
que vaya mostrando, lo ma´s naturalmente, en que forma dependen mutua-
mente los unos de los otros, hasta encontrar el medio de expresar una misma
cantidad en dos formas: esto constituira´ una ecuacio´n, pues los te´rminos de
una de estas formas son iguales a los de la otra.”([20], p. 8)
Luego, continu´a diciendo que hay que encontrar tantas ecuaciones como segmentos
desconocidos hayan y, si hay varias ecuaciones, estas deben ser combinadas de tal forma
que quede un segmento desconocido expresado en te´rminos de segmentos conocidos.
De esta forma, Descartes traduce un problema geome´trico en el lenguaje algebraico,
obteniendo as´ı una ecuacio´n algebraica que simplifica y resuelve.
Hoy d´ıa es comu´n escuchar la expresio´n “sistema de coordenadas cartesianas”, lo cual
es erro´neo, ya que se atribuyen a Descartes interpretaciones de acuerdo a la mirada de
hoy y que e´l no conceb´ıa de esa manera. Obse´rvese por que´:
1. Descartes no elabora un sistema de coordenadas para localizar puntos. Sus coorde-
nadas no son parejas de nu´meros que satisfacen una ecuacio´n dada, como se hace
hoy. A e´l le interesa la posibilidad de construir esos puntos los cuales obtiene de
ciertos problemas geome´tricos.
2. Descartes no habla de eje x y eje y. Como se se dijo antes, las inco´gnitas son tomadas
como segmentos. El primero medido a partir de un punto inicial a lo largo de un
eje dado, mientras que el otro segmento se levanta como ordenada formando un
determinado a´ngulo con el eje.
3. Descartes no tiene en cuenta, como se hace hoy en un sistema de coordenadas, los
cuatro cuadrantes. Se limita a suponer que el lugar geome´trico en consideracio´n se
halla en el primer cuadrante.
4. Descartes no habla de coordenadas, ni de abscisa. Se expresa de acuerdo con Apolo-
nio. As´ı, donde ahora se usa abscisa, ordenada y la ecuacio´n de una co´nica para
deducir propiedades, Apolonio emplea PV , la ordenada o semicuerda QV y una igual-
dad geome´trica, ya sea QV 2 = PV ·V R o QV 2 = PV ·PL (ver Figura 3.2, p. 41). Sin
embargo, es importante notar que en la exposicio´n de Apolonio no aparece nada del
simbolismo algebraico de hoy.
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Figura 3.2: Notacio´n de Apolonio
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En el libro II de La ge´ome´trie, Descartes desarrolla un me´todo para el trazado de rectas
tangentes mediante la construccio´n previa de la recta normal. Este me´todo, conocido
como el me´todo del c´ırculo, es puramente algebraico y es introducido por Descartes
aludiendo a los principios de su Geometr´ıa anal´ıtica y centrando su importancia en la
resolucio´n de problemas sobre curvas. Descartes afirma que muchas propiedades de las
curvas planas dependen u´nicamente de los a´ngulos que ellas forman con otras l´ıneas,
pero como el a´ngulo entre dos curvas es el a´ngulo entre las normales a las curvas en el
punto de interseccio´n de estas, Descartes an˜ade lo siguiente:
“Esta es la razo´n por la cual creo que habre´ dado aqu´ı una introduccio´n
suficiente al estudio de las curvas cuando haya dado un me´todo general
para trazar la recta que forma un a´ngulo recto con una curva en un punto
arbitrariamente escogido sobre e´sta. Y me atrevo a decir que e´ste no es so´lo
el problema ma´s u´til y ma´s general que conozco en la geometr´ıa, sino incluso
que yo haya deseado conocer.”([20], p. 93)
Descartes entra a resolver el problema razonando de la siguiente manera:
Llama CE la curva y se propone trazar por el punto C la normal a e´sta, como se muestra
en la Figura 3.3.
Figura 3.3: Normal a la curva CE
Escoge la recta AG de modo que los puntos de la curva este´n relacionados con los de la
recta mediante una expresio´n polinomial en x y y , donde CM∞x y AM∞y , expresio´n
polinomial que se denominara´ ecuacio´n de la curva.
42
3.2 El me´todo de Descartes para determinar la tangente a una curva
Supongase, con Descartes, el problema resuelto y sea CP la recta buscada. To´mese
CP∞s, AP∞v y, por tanto,PM∞v−y. En vista de que el punto C es dado, se sigue que x
y y son conocidos; las inco´gnitas son v y s, que determinan el punto P pedido.
Como el tria´ngulo PMC es recta´ngulo, se tiene:
ss∞xx+ vv−2vy+ yy
donde,
x∞
√
ss− vv+2vy− yy (3.1)
y
y∞v+
√
ss− xx (3.2)
Por medio de las ecuaciones (3.1) y (3.2) se despeja, de la ecuacio´n de la curva, una
de las dos indeterminadas x o y; as´ı, se coloca
√
ss− vv+2vy− yy en lugar de x, y el
cuadrado de esta ra´ız en lugar de xx , y el cubo en lugar de x3 , obteniendo as´ı una
ecuacio´n en v, s y y; o si es y, se coloca v+
√
ss− xx en su lugar, el cuadrado en lugar
de yy , y el cubo en lugar de y3, hasta obtener una ecuacio´n en v, s y x.
Como P es el punto donde la normal corta a la recta AG, el c´ırculo con centro P y que
pasa por el punto C (Figura 3.4), tocara´ a la curva CE en C, sin cortarla.
Figura 3.4: C´ırculo con centro en P, tangente a la curva CE
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Pero si P no coincidiera exactamente con el pie de la normal, el c´ırculo cortar´ıa a la
curva, pues pasar´ıa por C y por algu´n otro punto E de la curva, como se muestra en
la Figura 3.5. En este caso, cada una de las ecuaciones resultantes deber´ıa tener dos
ra´ıces distintas.
Figura 3.5: C´ırculo con centro en P, secante a la curva CE
Descartes continu´a diciendo:
“Pero cuanto ma´s se aproximan los dos puntos, C y E, el uno del otro, menor
sera´ la diferencia entre las dos ra´ıces; y finalmente ellas sera´n exactamente
iguales si ellos dos coinciden en uno, es decir, cuando el c´ırculo que pasa por
C toque a la curva CE sin cortarla.”([20], p. 102)
De esta forma, la recta CP sera´ normal a la curva en C cuando P (es decir, v) sea
determinado de modo tal que cualquiera de las ecuaciones resultantes tenga dos ra´ıces
iguales.
Segu´n Descartes, el procedimiento que se debe de llevar para hallar las ra´ıces, si el
c´ırculo cortara la curva en dos puntos C y E es el siguiente:
Supongase que el c´ırculo corta a la curva en dos puntos C y E, como se muestra en la
figura 4.5. De acuerdo con Descartes, se traza EQ paralelo a CM y, se hace EQ∞d y
QA∞e. Obse´rvese que PE∞PC, ya que son radios del mismo c´ırculo. Si se busca EQ y
QA, suponiendo que PE y PA son dados, se tendr´ıa que obtener la misma ecuacio´n que
la que se obtuvo buscando CM y MA, suponiendo PC y PA dados. Si el valor de d es el
buscado, entonces una de las ra´ıces sera´ CM y la otra EQ; pero si e es el valor buscado,
las ra´ıces sera´n MA y QA. Ahora, en el tria´ngulo recta´ngulo PQE, se tiene:
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ss∞dd+ vv−2ev+ ee
y, siguiendo el mismo procedimiento para hallar CM y MA, en las ecuaciones (3.1) y
(3.2), se obtiene:
d∞
√
ss− vv+2ev− ee (3.3)
y
e∞v+
√
ss−dd (3.4)
que son los valores de las ra´ıces EQ y QA respectivamente.
Cuando los puntos C y E coinciden, entonces x , en (3.1), se hace exactamente igual
a d, en (3.3), similarmente y, en (3.2), se hace exactamente igual a e, en (3.4). Por lo
tanto, el c´ırculo que pasa por C, tocar´ıa a la curva CE en el punto C sin cortarla. De
esta forma, CP ser´ıa una normal a la curva en C.
Descartes aplica su me´todo, hallando la normal a una elipse (Figura 3.6). Transcribe la
ecuacio´n de e´sta, dada por Apolonio, a su propia notacio´n. Al respecto dice lo siguiente:
“SiCE fuese una elipse y MA el segmento de su dia´metro, al cualCM se aplica
por ordenada, y siendo r su lado recto, y q el transverso, por el teorema 23
del libro I de Apolonio xx∞ry− rqyy.” ([20], p. 97)
Figura 3.6: Normal a la el´ıpse
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Al reemplazar la ecuacio´n de la elipse en (3.1), para eliminar xx , se obtiene:
ss− vv+2vy− yy∞ry− r
q
yy
donde
yy− r
q
yy∞ss− vv+2vy− ry
Luego,
qyy− ryy
q
∞ss− vv+2vy− ry
y as´ı,
yy
q− r
q
∞ss− vv+2vy− ry
llegando a
yy+
qry−2qvy+qvv−qss
q− r ∞0 (3.5)
Descartes continu´a diciendo que esta u´ltima ecuacio´n debe tener la misma forma que la
que se obtiene al hacer e igual a y y multiplicar y− e por si misma. As´ı, y∞e, de donde
y− e∞0 y por tanto, (y− e)(y− e)∞0, resultando:
yy−2ey+ ee∞0 (3.6)
Comparando cada uno de los te´rminos en (3.5) y (3.6), se obtiene:
qry−2qvy
q− r ∞−2ey (3.7)
y
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qvv−qss
q− r ∞ee (3.8)
Despejando v en (3.7), se tiene:
v∞e− r
q
e+
1
2
r (3.9)
Como se hab´ıa supuesto que y∞e, entonces (3.9) queda:
v∞y− r
q
y+
1
2
r (3.10)
Luego v, que es la l´ınea AP, determina el punto P. Como el punto C esta´ dado, se conoce
el valor de y. Por tanto, despejando en (3.10), se obtiene:
v− y∞1
2
r− r
q
y (3.11)
que es la subnormal que permite hallar la pendiente de la normal CP a la elipse en un
punto C.
Ahora, se vera´ como aplicar el me´todo para hallar la normal a una para´bola como la que
se muestra en la Figura 3.7. En efecto, al usar la notacio´n de Descartes, la ecuacio´n de
la para´bola, dada por Apolonio en la Proposicio´n 11 del libro I, viene dada por xx∞ry,
donde r es su lado recto.
Figura 3.7: Normal a la para´bola
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Al reemplazar la ecuacio´n de la para´bola en (3.1), se tiene:
ss− vv+2vy− yy∞ry (3.12)
y as´ı,
yy+ ry−2vy− ss+ vv∞0 (3.13)
Comparando, como Descartes, (3.13) con yy−2ey+ ee∞0, se tiene que:
ry−2vy∞−2ey (3.14)
y
vv− ss∞ee (3.15)
Despejando v en (3.14), se obtiene:
v∞e+
r
2
(3.16)
Pero como e∞y, (3.16) queda:
v∞y+
r
2
(3.17)
y por tanto, v− y∞ r2 es la subnormal buscada.
Es interesante ver, a la manera de hoy, como ser´ıa aplicar el me´todo de Descartes a una
funcio´n algebraica general. Esta presentacio´n se fundamenta en la versio´n de Gonza´lez
Urbaneja ([22], p. 190).
Conside´rese la curva y = f (x), cuya representacio´n gra´fica con respecto al sistema de
ejes x y y, perpendiculares, se muestra en la Figura 3.8 (p. 49).
Sea C un punto cualquiera de la curva, cuya abscisa es x y donde se traza la normal.
Supo´ngase, como Descartes, el problema resuelto y que la solucio´n es la recta CP, donde
48
3.2 El me´todo de Descartes para determinar la tangente a una curva
Figura 3.8: Normal a una funcio´n algebraica general
P, de coordenadas (v,0), es el punto de interseccio´n de la normal con el eje de abscisas.
Cualquier c´ırculo con centro en un punto Q, pro´ximo a P y que pase por C, cortara´ a la
curva no so´lo en C sino tambie´n en un punto E, muy cerca de C; pero si CP es normal
a la curva en el punto C, este punto sera´ un punto doble de la interseccio´n de la curva
y = f (x) y el c´ırculo y2+(x−v)2 = r2 de centro en P y radio r. Si se elimina y de ambas
ecuaciones, se obtiene:
( f (x))2+(x− v)2− r2 = 0 (3.18)
con v y r fijos.
Pero esta u´ltima ecuacio´n debe tener la abscisa x de C como una ra´ız doble. Sea x = e
dicha ra´ız. Una ecuacio´n con una ra´ız doble como e´sta, debe tener la forma:
(x− e)2(axn−2+bxn−3+ cxn−4+ · · ·) = 0 (3.19)
donde n es el grado de ( f (x))2.
Luego, de (3.18) y (3.19), se tiene:
( f (x))2+(x− v)2− r2 = (x− e)2(axn−2+bxn−3+ cxn−4+ · · ·) (3.20)
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Comparando coeficientes, en esta u´ltima ecuacio´n, se encuentra el valor de v, en te´rminos
de la ra´ız doble e.
Al determinar la subnormal v− x, se puede determinar la pendiente m = − f (x)v−x , de la
normal, y la pendiente m = v−xf (x) , de la tangente.
Supo´ngase, por ejemplo, que se quiere aplicar esta te´cnica, a la manera de hoy, para
hallar la tangente a la para´bola cu´bica y = x3, en un punto diferente de (0,0), y cuya
representacio´n gra´fica se ilustra en la Figura 3.9.
Figura 3.9: Tangente a la para´bola cu´bica
Al reemplazar y = x3 en la ecuacio´n (3.20), se tiene:
x6+(x− v)2− r2 = (x− e)2(ax4+bx3+ cx2+dx+g)
Luego, identificando coeficientes, se llega a:
v = 3e5+ e
y, sustituyendo e = x, la subnormal vendra´ dada por:
v− x = 3x5
y la pendiente a la tangente de la curva en un punto (x,y), sera´:
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m =
v− x
f (x)
=
3x5
x3
= 3x2
De aqu´ı, resulta que la ecuacio´n de la tangente a la para´bola cu´bica en un punto (x1,y1)
de e´sta, sera´:
y− y1 = 3x21(x− x1)
Algunos argumentan que, para hallar la tangente en el punto de coordenada (0,0), basta
con hacer x1 = 0 y y1 = 0, en la ecuacio´n anterior, obteniendo y = 0 como la tangente
a la para´bola cu´bica y = x3. Ellos deben tener en cuenta que la divisio´n por cero es
inadmisible.
3.3. El me´todo de ma´ximos y mı´nimos de Fermat
Hacia el an˜o 1636 circulo´ en Francia una memoria de Fermat titulada Methodus ad
disquirendam maximam et minimam (“Me´todo para investigar ma´ximos y mı´nimos”),
cuya importancia radica en que, adema´s de ser el primer me´todo general conocido
para determinar ma´ximos y mı´nimos, presentaba la idea de dar un incremento a cierta
magnitud, la cual tomaba as´ı el aspecto de una variable. Por su aporte al desarrollo del
concepto de l´ımite, analizaremos este texto y algunas interpretaciones anacro´nicas que
se le dan hoy, segu´n las cuales en el Methodus subyace el ca´lculo de una derivada que
se iguala a cero.
A continuacio´n se transcribira´ parte del Methodus, lo cual se hara´ respetando la se-
cuencia del contenido, pero separa´ndolo en pa´rrafos para facilitar su estudio y ana´lisis.
Fermat se expresa con estas palabras:
“Toda la teor´ıa de la investigacio´n de ma´ximos y mı´nimos supone la consid-
eracio´n de dos inco´gnitas y la u´nica regla siguiente:
1. Sea a una inco´gnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres
dimensiones, segu´n convenga al enunciado).
2. Se expresara´ la cantidad ma´xima o mı´nima por medio de a en te´rminos
que pueden ser de cualquier grado.
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3. Se sustituira´ a continuacio´n la inco´gnita original a por a+ e , y se
expresara´ la cantidad ma´xima o mı´nima por medio de a y e, en te´rminos
que pueden ser de cualquier grado.
4. Se “adigualara´n”, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la
cantidad ma´xima o mı´nima.
5. Se eliminara´n los te´rminos comunes de ambos lados, tras lo cual resul-
tara´ que a ambos lados habra´ te´rminos afectados de e o de una de sus
potencias.
6. Se dividira´n todos los te´rminos por e, o por alguna potencia superior
de e, de modo que desaparecera´ la e de al menos uno de los te´rminos
de uno cualquiera de los dos miembros.
7. Se suprimira´n a continuacio´n todos los te´rminos donde todav´ıa aparece
la e o una de sus potencias y se iguala lo que queda, o bien si en uno
de los miembros no queda nada se igualara´n, lo que viene a ser lo
mismo, los te´rminos afectados con signo positivo a los afectados con
signo negativo.
8. La resolucio´n de esta u´ltima ecuacio´n dara´ el valor de a, que conducira´
al ma´ximo o mı´nimo, utilizando la expresio´n original.” ([22], p. 143)
Fermat emplea el simbolismo literal introducido por Vieta, que consiste en el uso exclu-
sivo de letras mayu´sculas: Las vocales, para las inco´gnitas, y las consonantes, para las
cantidades conocidas. Es importante aclarar que al transcribir parte de la memoria del
Methodus se respeta el texto como lo tradujo Gonza´lez Urbaneja, el cual emplea letras
minu´sculas.
La idea de “hacer adiguales” dos expresiones, como las mencionadas en la etapa 4
de la regla anterior, proviene de Diofanto. Boyer entiende la “adigualdad” como una
pseudo-igualdad que llega a ser igualdad cuando E se hace cero, e introduce el vocablo
ingle´s pseudo-equality para traducir el te´rmino latino adaequalitas, que es el usado por
Fermat en su texto ([23], p. 156). Andersen, por su parte, interpreta “hacer adiguales”
dos expresiones con el significado de hacerlas tan aproximadamente iguales como sea
posible ([24], p. 38).
En algunos ejemplos, resueltos por Fermat, la cantidad ma´xima o´ mı´nima en consid-
eracio´n conten´ıa una ra´ız cuadrada. En esas situaciones, Fermat elevaba al cuadrado la
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adigualdad antes de aplicar las u´ltimas etapas de su regla y, en particular, al aplicar la
etapa 6, divid´ıa todos los te´rminos por una misma potencia de E, escogiendo e´sta de
manera que al menos uno de los te´rminos resultantes no contuviera E.
Fermat escogio´, para ilustrar su me´todo, el problema de dividir un segmento dado en
dos partes de tal manera que el producto de las longitudes de e´stas sea un ma´ximo. Sea
B, la longitud del segmento dado y A, la de la primera parte, como se muestra en la
Figura 3.10.
Figura 3.10: Divisio´n de un segmento de longitud B
Es necesario hacer ma´xima el a´rea del recta´ngulo de la Figura 3.11, es decir, la cantidad
A(B−A).
Figura 3.11: Construccio´n del recta´ngulo
La solucio´n del problema era bien conocida: El valor A= B2 hace que la cantidad A(B−A)
sea un ma´ximo.
El desarrollo paso a paso, apelando a la regla propuesta por Fermat, es como sigue:
1. Se identifica con A la inco´gnita del problema.
2. La cantidad ma´xima es A(B−A), la cual, desarrollada en potencias de A, da:
AB−A2 (3.21)
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3. Se sustituye, en la cantidad A(B−A), A por A+E, con lo cual se obtiene (A+E)[B−
(A+E)], que, desarrollada en potencias de A y E, da:
AB+BE−2AE−A2−E2 (3.22)
4. Se hacen “adiguales” las dos expresiones de la cantidad ma´xima, dadas en (3.21) y
(3.22), as´ı:
AB+BE−2AE−A2−E2 ∼ AB−A2
donde el s´ımbolo ∼ representa la adigualdad.
5. Se eliminan los te´rminos comunes y se obtiene:
BE−2AE−E2 ∼ 0
6. Se dividen todos los te´rminos por E para obtener:
B−2A−E ∼ 0
7. Se ignoran los te´rminos que au´n contengan E, lo que dara´:
B−2A∼ 0
Las cantidades restantes se hacen iguales para llegar a la expresio´n:
B−2A = 0
8. La resolucio´n de esta u´ltima ecuacio´n dara´ el valor A = B2 , que hace que la cantidad
A(B−A) sea un ma´ximo.
Segu´n explica Fermat en el Syncriseos et anastrophes, que data aproximadamente de
1640, el procedimiento para calcular ma´ximos y mı´nimos se le ocurrio´ al observar que,
si el segmento de longitud B es dividido por un punto P en dos partes de longitudes A y
B−A, entonces hay en general dos posiciones de P para las cuales el producto A(B−A)
es igual a una cantidad dada Z. El valor ma´ximo de dicho producto es B
2
4 , valor para el
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cual hay so´lo una posicio´n de P, a saber, el punto medio del segmento dado, tal como
lo hab´ıa establecido Pappus.
Fermat analiza la ecuacio´n
X(B−X) = Z (3.23)
la cual tiene dos ra´ıces, que denota por A y E, cuando Z < B
2
4 .
Haciendo uso de la teor´ıa de ecuaciones de Vieta, Fermat obtiene sucesivamente las
expresiones A(B−A) = E(B−E), AB−A2 = EB−E2, BA−BE = A2−E2 y B(A−E) =
(A−E)(A+E). Dividiendo la u´ltima expresio´n por A−E, llega a B = A+E. Entre ma´s
pro´ximo este´ Z de B
2
4 , la diferencia entre A y E sera´ menor, y finalmente, cuando Z =
B2
4 ,
se tendra´ A igual a E y B = 2A, que es la solucio´n u´nica que da un valor ma´ximo del
producto. As´ı, para hallar la cantidad ma´xima se hace necesario igualar las ra´ıces A y
E.
Con el fin de evitar las dificultades de la divisio´n por A−E, Fermat decidio´ tomar las
dos ra´ıces de (3.23) como A y A+E, y dividir por E. Al final, para igualar las ra´ıces A
y A+E, hizo E = 0.
El recurso de hacer E = 0 conduce a los mismos resultados que la instruccio´n dada por
Fermat en la etapa 7 de su regla, en la cual pide ignorar o suprimir aquellos te´rminos que
todav´ıa contengan a E. Cuando se aplicaba el procedimiento de Fermat era de comu´n
usanza hacer expl´ıcitamente E = 0 al final del proceso, a pesar de que en las etapas
iniciales del mismo se pide dividir por E, lo que exige E 6= 0. El me´todo funcionaba en
la pra´ctica y permitio´ resolver numerosos problemas de ma´ximos y mı´nimos, a pesar de
la incongruencia que se ha sen˜alado, la cual, al decir de Andersen, se convirtio´ en una
“espina clavada en el costado del matema´tico”([24], p. 41). Debido a la eficacia pra´ctica
del me´todo de ma´ximos y mı´nimos y a pesar del defecto que se ha sen˜alado, Fermat lo
aplico´ a la solucio´n de problemas de otros campos, como la determinacio´n de los centros
de gravedad de diferentes figuras geome´tricas o la construccio´n de la tangente a una
curva en un punto dado de esta.
Fermat extendio´ su me´todo tambie´n a la o´ptica: Asumiendo que un rayo de luz que pasa
de un medio a otro sigue siempre el camino ma´s ra´pido (lo que hoy se conoce como el
principio del tiempo mı´nimo de Fermat), uso´ el me´todo para determinar el camino en el
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que la luz emplea el mı´nimo tiempo. Fermat demostro´ finalmente que su principio del
tiempo mı´nimo implicaba la ley de la refraccio´n que Snell hab´ıa establecido en 1619.
A continuacio´n se resaltan algunas caracter´ısticas del me´todo de Fermat:
1. El me´todo da una condicio´n necesaria para los ma´ximos y mı´nimos, pero esa condi-
cio´n no es suficiente y tampoco permite distinguir un ma´ximo de un mı´nimo.
2. El procedimiento es puramente algebraico y algor´ıtmico, no geome´trico.
3. El me´todo de ma´ximos y mı´nimos de Fermat no implica, en principio, el concepto
de l´ımite.
Podr´ıa preguntarse cua´n cerca estuvo Fermat de la nocio´n de derivada. Obse´rvese, en
primer lugar que, s´ı en las etapas 2 y 3 se denotara la cantidad ma´xima o´ mı´nima por
f (A) y f (A+E), se tendr´ıa f (A+E) ∼ f (A) en la etapa 4. En la etapa 5, se podr´ıan
eliminar los te´rminos comunes y poner f (A+E)− f (A)∼ 0. En la etapa 6, se dividir´ıa
por E, para obtener f (A+E)− f (A)E ∼ 0. En la etapa 7, se eliminar´ıan los te´rminos que
todav´ıa contienen E, o´ bien se har´ıa E = 0, y se obtendr´ıa la expresio´n:
(
f (A+E)− f (A)
E
)
E=0
∼ 0
Al resolver, finalmente, la ecuacio´n
(
f (A+E)− f (A)
E
)
E=0
= 0 (3.24)
se obtendr´ıan, los valores de A que corresponden a ma´ximos o´ mı´nimos de f (A).
Si, inducidos a ello por la mirada de hoy, se interpretara la expresio´n dada por
(
f (A+E)− f (A)
E
)
E=0
en el sentido de tomar el l´ımite cuando E → 0, entonces se tendr´ıa
lı´m
E→0
f (A+E)− f (A)
E
= 0 (3.25)
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en lugar de (3.24), y la solucio´n de (3.25) dar´ıa los valores de A para los cuales f (A) es
ma´ximo o´ mı´nimo.
Si, con el a´nimo de insistir en una notacio´n como la que se emplea hoy, se hiciera A = x
y E = ∆x , la ecuacio´n (3.25) quedar´ıa:
lı´m
∆x→0
f (x+∆x)− f (x)
∆x
= 0 (3.26)
Se sabe que, si dicho l´ımite existiera, ser´ıa igual a la derivada f ′(x) y se tendr´ıa la
expresio´n:
f ′(x) = 0 (3.27)
Podr´ıa afirmarse, entonces, como lo har´ıa un estudiante de hoy, situado en otro contexto
teo´rico, que las soluciones de la ecuacio´n (3.27) dan los valores de x para los cuales f (x)
es ma´ximo o´ mı´nimo relativo. Afirmaciones como esta se encuentran, con frecuencia, en
los textos de historia de las matema´ticas. Eves, por ejemplo, dice:
“Aunque la lo´gica de la exposicio´n de Fermat deja mucho que desear, se ve
que su me´todo es equivalente a establecer que
lı´m
h→0
f (A+h)− f (A)
h
= 0
Es decir, que la derivada de f (x) es igual a cero. Este es el me´todo acos-
tumbrado para encontrar los ma´ximos y mı´nimos ordinarios de una funcio´n
f (x) y a e´l se refieren a veces nuestros libros de texto elementales como el
me´todo de Fermat” ([25], p. 326).
Ma´s recientemente puede encontrarse en la Internet el siguiente texto que aparece respal-
dado por el Ministero dell’ Istruzione, dell’ Universita´ e della Recerca. Laboratorio a
distanza MATMEDIA. Servizio per l’ insegnamento/apprendimento della Matematica.
Universita´ degli studi di Napoli.
“L’ invenzione del calcolo difere´nciale
Gli storici non sono concordi nello stabilire “chi per primo” abbia formulato
un procedimento che possa essere considerato la prima forma di derivazione.
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C’e` chi attribuisce al matematico Rene´ Francois de Sluse (1622-1685), nato
nei Paesi Bassi, tale primato in virtu` di una regola, trovata nel 1652, per de-
terminare la tangente ad una curva di equazione f (x,y) = 0 con f polinomio.
Tale regola, rimasta inedita fino al 1673, puo` essere cos`ı formulata: la sot-
totangente sara` il quoziente ottenuto ponendo al numeratore tutti i termini
contenenti la y, moltiplicati ciascuno per l’esponente della potenza di y che
compare in essa, e ponendo al denominatore tutti i termini contenenti la x,
moltiplicati ciascuno per l’esponente della potenza di x che compare in essa
e poi divisi per x. Cio` equivale, diremmo oggi, a scrivere y fy/ fx, cos`ı che la
sottotangente resulta t = ydx/dy, partendo dall’uguaglianza fxdx =− fydy.
C’e` chi, invece, risale al gia` piu` volte citato Pierre de Fermat che, nel suo
trattato Methodus ad disquirendummaximam et minimam del 1637, elaboro`
un metodo brillante per individuare i punti in cui una funzione assume un
valore massimo o minimo. Infatti il matematico confronto` il valore della
funzione f (x) in un certo punto di ascissa x con il valore f (x+e) in un certo
punto di ascissa x+ e molto vicino ad x. In generale questi due valori sono
diversi, ma nel punto piu` alto o piu` basso di una curva la loro differenza sara`
quasi impercettibile: pertanto per determinare i punti di massimo e minimo
Fermat uguaglio` f (x) a f (x+ e). Quanto piu` piccolo e` l’intervallo “e”tra i
due punti tanto piu` la pseudo-uguaglianza si avvicina all’uguaglianza, per
cui, una volta diviso il tutto per “e”, il matematico pose e = 0. Questo
procedimento, diremmo oggi, non e` niente altro che il calcolo del limite per
“e” che tende a 0 del rapporto incrementale
f (x+ e)− f (x)
e
= 0
uguagliato a 0: quello che noi a tutt’oggi facciamo!!”[26]
El anterior texto se ha traducido al castellano de la siguiente forma:
“La invencio´n del ca´lculo diferencial
Los historiadores no esta´n au´n de acuerdo en establecer“quie´n fue el primero”
en formular un procedimiento que pueda ser considerado la primera forma
de derivacio´n.
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Algunos le atribuyen al matema´tico Rene´ Francois de Sluse (1622-1685),
nacido en los Pa´ıses Bajos, tal primac´ıa en virtud de una regla, hallada en
1652, para determinar la tangente a una curva de ecuacio´n f (x,y) = 0 con
f polinomio. Tal regla, ine´dita hasta finales de 1673, pudo ser formulada de
esta manera: La subtangente sera´ el cociente obtenido al poner el numerador
en te´rminos que contengan la y, multiplicando cada uno por el exponente de
la potencia de y que all´ı aparezca, y poniendo el denominador en te´rminos
que contengan la x, multiplicando cada uno por el exponente de la potencia
de x que all´ı aparezca y despue´s dividir por x. Esto equivale, diremos hoy, a
escribir y fy/ fx. De esta manera, la subtangente resulta t = ydx/dy a partir
de la igualdad fxdx =− fydy.
Otros, por el contrario, se remontan al ya muy citado Pierre de Fermat que,
en el tratado Methodus ad disquirendum maximam et minimam de 1637,
elaboro´ un me´todo brillante para localizar un punto en el cual una funcio´n
toma un valor ma´ximo o mı´nimo. En efecto, el matema´tico confronto´ el
valor de la funcio´n f (x) en un cierto punto de abscisa x con el valor f (x+e)
en un cierto punto de abscisa x+ e muy cercano a x. En general estos dos
valores son distintos, pero en un punto ma´s bajo o ma´s alto de una curva sus
diferencias sera´n casi imperceptibles: Por tanto, para determinar los puntos
de ma´xima y mı´nima, Fermat igualo´ f (x) a f (x+e). Cuanto ma´s pequen˜o es
el intervalo“e”entre los dos puntos tanto ma´s la seudo-igualdad se aproxima
a la igualdad, por lo cual, una vez dividido todo por “e”, el matema´tico hace
e = 0. Este procedimiento, diremos hoy, no es otra cosa que el ca´lculo del
l´ımite cuando e tiende a cero de la relacio´n incremental
f (x+ e)− f (x)
e
igualado a 0: Aquello que todos hoy hacemos!!”
No obstante, las anteriores afirmaciones son erro´neas, ya que fuerzan el me´todo expuesto
por Fermat y lo interpretan segu´n la mirada de hoy. Obse´rvese detalladamente por que:
1. Fermat no tiene clara la nocio´n de variable independiente, como se tiene hoy. E´l da
un significado a una ecuacio´n algebraica en dos inco´gnitas, las cuales concibe como
segmentos; la primera se mide, a partir de un punto inicial a lo largo de un eje
dado, mientras que los segmentos correspondientes que representan la otra inco´gnita
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siendo determinados por la ecuacio´n dada se levantan como ordenadas formando un
determinado a´ngulo con el eje. De esta forma, la geometr´ıa desarrollada bajo este
principio sera´ una geometr´ıa de ordenadas ma´s que una geometr´ıa de coordenadas.
2. Fermat no pensaba en funciones sino en cantidades. De hecho e´l habla de “cantidad
ma´xima o mı´nima”, no de una funcio´n que debe asumir su valor ma´ximo o mı´nimo.
3. Para Fermat E no es un incremento infinitesimal ni una magnitud pequen˜a. Las
ra´ıces de su me´todo de ma´ximos y mı´nimos se encuentran en el dominio de lo finito
algebraico de la teor´ıa de ecuaciones de Vieta, y aunque la idea de cambio de variable
(transito desde A hasta E) mediante el incremento E se desprende del Methodus.
La naturaleza de E como variable algebraica finita evito´ a Fermat, en el tema de
ma´ximos y mı´nimos, el transito de lo finito a lo infinito.
4. El me´todo no supone inicialmente ningu´n concepto de l´ımite, es puramente alge-
braico. Para Fermat la E no es que tienda a cero, pues si se observa la etapa 7 de su
regla, e´l lo que hace es eliminar los te´rminos que au´n contienen E, o´ bien hace E = 0.
De acuerdo con Gonza´lez Urbaneja ([22], p. 152), el verbo latino evanescere, utiliza-
do por Fermat toma el significado de desaparecer. Es so´lo hasta Newton que este
verbo toma el significado matema´tico de aproximarse a un l´ımite (“razones u´nicas
de cantidades evanescentes”).
5. El me´todo en la etapa 6, permite dividir por potencias superiores de E, cosa que no
ocurre en la definicio´n actual de derivada.
6. Fermat no hace ninguna referencia a que el me´todo de´ so´lo una condicio´n suficiente.
7. Los problemas de ma´ximos y mı´nimos de Fermat son problemas de construcciones
geome´tricas ma´s que de optimizacio´n de cantidades.
3.4. El me´todo de Fermat para determinar la tangente a una
curva en un punto dado
Fermat, como una aplicacio´n de su me´todo de ma´ximos y mı´nimos, determino´ en el
Methodus la tangente a una para´bola. Es importante sen˜alar, antes de describir este
procedimiento, que la tangente sera´ conocida si, dado el punto de tangencia, puede
determinarse el punto de interseccio´n de la tangente con el eje de la para´bola. Para
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determinar este punto basta con encontrar la proyeccio´n sobre el eje, del segmento
de tangente comprendido entre el punto de tangencia y el punto de interseccio´n; es-
ta proyeccio´n es llamada la subtangente. Apolonio hab´ıa resuelto el problema en Las
Co´nicas, de la manera siguiente:
“Proposicio´n I-33: Si desde un punto de una para´bola se traza de una manera
ordenada una recta sobre el dia´metro y se toma una igual a la que esta u´ltima
determina en el dia´metro en la direccio´n de este y a partir del ve´rtice, la
recta de unio´n del punto as´ı obtenido con el que se tomo´ en la para´bola sera´
tangente a esta.”([18], p. 343)
Conside´rese la para´bola DB de eje DC, como se ilustra en la Figura 3.12. La idea de
Fermat es aplicar su me´todo de ma´ximos y mı´nimos para hallar la tangente a la para´bola
en el punto B. Supo´ngase, con Fermat, el problema resuelto y sea BE la recta buscada.
To´mese un punto arbitrario O sobre BE y tra´cese el segmento IO paralelo a la ordenada
BC, donde P es el punto de interseccio´n de este segmento con la para´bola.
Figura 3.12: Construccio´n de la tangente a la para´bola
El procedimiento seguido por Fermat es el siguiente ([24], p. 42 - 43):
De la desigualdad IO > IP y de la propiedad espec´ıfica de la para´bola3 , que se expresa
mediante la proporcio´n
DC : DI =CB2 : IP2 (3.28)
3Apolonio establecio´ esta propiedad en Las co´nicas, de la manera siguiente: “Proposicio´n I-20: Dos
rectas trazadas ordenadamente de la para´bola al dia´metro, las rectas que determinan en este, del lado
del ve´rtice, son entre s´ı como los cuadrados de las primeras rectas” ([18], p. 338)
61
3.4 El me´todo de Fermat para determinar la tangente a una curva en un punto dado
se obtiene:
DC : DI >CB2 : IO2 (3.29)
Como los tria´ngulos EIO y ECB son semejantes, se tiene:
CB2 : IO2 = EC2 : EI2 (3.30)
Por lo tanto,
DC : DI > EC2 : EI2 (3.31)
Haciendo EC = a (a es la inco´gnita), DC = d (d es conocida, pues el punto B esta´ dado)
y IC = e 4 en (3.31), se tiene:
d : (d− e)> a2 : (a− e)2 (3.32)
donde se obtiene:
a2d+ e2d−2aed > a2d−a2e (3.33)
Ahora, Fermat sustituye en (3.33) la desigualdad por la adigualdad, obteniendo:
a2d+ e2d−2aed ∼ a2d−a2e (3.34)
y, continu´a con las etapas 5 - 8 de su regla, de la manera siguiente:
Etapa 5. Elimina los te´rminos comunes de (3.34), obteniendo:
e2d−2aed ∼−a2e (3.35)
Etapa 6. Divide todos los te´rminos de (3.35) por e, obteniendo:
4Para una mayor comodidad en la lectura, se ha preferido usar las letras minu´sculas a, d y e, en
lugar de las mayu´sculas A, D y E, que son las que hab´ıa empleado Fermat en consonancia con Vieta.
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ed−2ad ∼−a2 (3.36)
Etapa 7. En la adigualdad (3.36) ignora el te´rmino ed, que es el u´nico que au´n contiene
e, llegando a:
−2ad ∼−a2 (3.37)
Reemplaza la adigualdad (3.37) por la igualdad
−2ad =−a2 (3.38)
Etapa 8. Finalmente, resuelve la ecuacio´n (3.38) para a, donde obtiene a= 2d, es decir,
EC = 2DC, tal como lo hab´ıa establecido Apolonio.
La exposicio´n de Fermat era imprecisa con respecto al problema de ma´ximos y mı´nimos
que ten´ıa en mientes y que le sirvio´ para la determinacio´n de la tangente a la para´bola.
Sin embargo, puede observarse que a partir de la desigualdad (3.32) se sigue:
a2
d
<
(a− e)2
d− e (3.39)
Ahora bien: Si el punto O se desplaza sobre la tangente hasta el punto de contacto B y,
en consecuencia, I lo hace hacia C sobre el eje de la para´bola, entonces la razo´n (a−e)
2
d−e
alcanzara´ su valor mı´nimo cuando los puntos O y I coincidan, respectivamente, con B
y C, es decir, cuando la longitud e del segmento IC sea cero.
De esta forma, podr´ıa plantearse el siguiente problema de mı´nimos:
Problema 1: Dado el segmento CD, que se ilustra en la Figura 3.13, hallar en su
prolongacio´n a partir de D un punto E tal que CE
2
CD sea un mı´nimo.
Es importante resaltar, que en el momento al cual se atribuye la invencio´n del me´todo
de tangentes, Fermat so´lo contaba con los avances de la geometr´ıa griega, los cuales no
permit´ıan hablar de razones entre distintas dimensiones geome´tricas, como por ejemplo,
entre a´reas y longitudes. So´lo es hasta Descartes, en el Libro I de la Geometr´ıa ([20],
p.5), donde este muestra que es posible sumar, restar, multiplicar y dividir segmentos
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Figura 3.13: Prolongacio´n del segmento CD a partir de D
dados, obteniendo un nuevo segmento, para lo cual precisa de un segmento unidad.
De esta forma, es posible que para Fermat, CE
2
CD sea la razo´n entre el a´rea de un cuadrado
de lado CE y el a´rea de un recta´ngulo de lados CD y la unidad.
Obse´rvese co´mo se resolver´ıa este problema con los ocho pasos de la regla de Fermat.
1. Ya hemos se ha identificado con a la longitud desconocida del segmento EC.
2. La cantidad mı´nima ser´ıa
a2
d
(3.40)
expresada en potencias de a.
3. Se Sustituir´ıa a por a−e y d por d−e, en (3.40), con lo que se obtendr´ıa (a−e)2d−e , que
al desarrollarla en potencias de a y e, dar´ıa:
a2−2ae+ e2
d− e
4. Se har´ıan “adiguales” las expresiones de la cantidad mı´nima halladas en 2. y 3., y se
obtendr´ıa:
a2
d
∼ a
2−2ae+ e2
d− e (3.41)
De donde se tendr´ıa la expresio´n (3.34), a partir de la cual se podr´ıan aplicar las etapas
5 - 8 de la regla de Ferrmat, como en (3.35), (3.36), (3.37) y (3.38), hasta establecer
que a = 2d, con lo cual quedar´ıa resuelto el problema.
Obse´rvese que, a partir de la propiedad espec´ıfica de la para´bola, dada en (3.28), se
tendr´ıa:
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CB2
CD
=
IP2
DI
Si se denotara por k a este cociente, se tendr´ıa:
CD =
(
1
k
)
CB2
Entonces
CE2
CD
= k
(
CE2
CB2
)
= k
(
CE
CB
)2
Por tanto, CE
2
CD es mı´nimo si so´lo si
(CE
CB
)2
es mı´nimo, y esto se cumple si y so´lo si
(CB
CE
)2
es ma´ximo.
De esta manera, el problema 1 se puede plantear tambie´n en la siguiente forma:
Problema 2: Dada la para´bola DB y el eje DC de la misma, encontrar sobre el eje un
punto E tal que el coeficiente angular CBEC de la recta EB sea ma´ximo. La geometr´ıa del
problema se muestra en la Figura 3.14.
Figura 3.14: Coeficiente angular CBEC de la recta EB
Como en los problemas anteriores, ha´gase EC = a, CD = d y CI = e.
Dado que los tria´ngulos BCE y OIE son semejantes, se tiene:
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BC
EC
=
OI
IE
(3.42)
Ahora como OI > PI, se obtiene:
OI
IE
>
PI
IE
(3.43)
As´ı, reemplazando (3.42) en (3.43), se llega a:
BC
EC
>
PI
IE
(3.44)
Por lo tanto,
BC
EC
=max{PI
IE
,P ∈ curva} (3.45)
Por la propiedad espec´ıfica de la para´bola, se tiene:
BC2
CD
=
PI2
ID
= k (3.46)
de donde,
BC2 = kCD (3.47)
y por tanto
BC2
EC2
= k
CD
EC2
(3.48)
es decir,
BC2
EC2
= k
d
a2
(3.49)
Similarmente, de (3.46), se tiene que:
PI2 = kID (3.50)
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de donde,
PI2
IE2
= k
ID
IE2
(3.51)
y, al sustituir, se obtiene:
PI2
IE2
= k
d− e
(a− e)2 (3.52)
Ahora, de (3.44), se llega a:
BC2
EC2
>
PI2
IE2
(3.53)
Al reemplazar (3.49) y (3.52) en (3.53), se obtiene:
k
d
a2
> k
d− e
(a− e)2 (3.54)
Y eliminando la constante k, se tiene que:
d
a2
>
d− e
(a− e)2 (3.55)
Sustituyendo, como Fermat, la desigualdad por la adigualdad, se llega a:
d
a2
∼ d− e
(a− e)2 (3.56)
es decir,
a2d−a2e∼ a2d+de2−2ade (3.57)
que es la expresio´n (3.34), de donde aplicando las etapas 5 - 8 del me´todo de ma´ximos
y mı´nimos, se establece que a = 2d.
Descartes critico´ el Methodus, en una carta que le dirigio´ a Mersenne en enero de 1638,
con el argumento de que Fermat no hab´ıa resuelto all´ı ningu´n problema de ma´ximos o
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mı´nimos cuando determino´ la tangente a la para´bola y, por lo tanto, aunque el resultado
obtenido por Fermat era correcto, el me´todo empleado no pod´ıa ser aplicado en general.
La respuesta de Fermat esta´ contenida en la memoria Me´thode de maximis et minimis
explique´e et envoye´e par M. Fermat a M. Descartes, conocida en junio del mismo an˜o.
En este texto, Fermat le restaba importancia al problema mismo de ma´ximos o mı´nimos
que estuviera involucrado en su determinacio´n de la tangente a la para´bola y pon´ıa el
e´nfasis, en cambio, en el procedimiento que hab´ıa empleado, el cual se derivaba de su
me´todo de ma´ximos y mı´nimos. En efecto, argumentando segu´n Fermat, se dir´ıa que,
para valores pequen˜os de e, el punto O de la Figura 3.12 (p. 61) puede considerarse
indistintamente situado tanto sobre la para´bola como sobre la tangente, lo que permite
establecer la adigualdad (3.34) y, posteriormente, haciendo e= 0, como en el me´todo de
ma´ximos y mı´nimos, llegar al resultado deseado. Dada la semejanza de los tria´ngulos
EOI y EBC, se tiene IO : BC = EI : EC, de donde:
IO = BC
(
a− e
a
)
En vista de que IO es “casi igual” a IP, cuando e es pequen˜o, el argumento de Fermat
permite escribir la adigualdad
IP∼ BC
(
a− e
a
)
o bien
IP2 ∼ BC2
(
a− e
a
)2
(3.58)
Como, en (3.50), IP2 = kDI y, en (3.47), BC2 = kDC, se tiene en (3.58) que:
kDI ∼ kDC
(
a− e
a
)2
es decir,
k(d− e)∼ kd
(
a− e
a
)2
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o bien
a2(d− e)∼ d(a− e)2
de donde, se obtiene:
a2d−a2e∼ a2d+ e2d−2aed (3.59)
que es la expresio´n (3.34), a partir de la cual se aplican las etapas 5 - 8 del me´todo de
ma´ximos y mı´nimos.
Lo esencial del argumento de Fermat radica en considerar que el punto O puede tomarse,
de manera casi indistinguible, bien sobre la tangente o bien sobre la curva, lo cual
permite establecer la adigualdad y, a partir de e´sta, proceder como en el me´todo de
ma´ximos y mı´nimos. En relacio´n con estas consideraciones, dice Boyer:
“Este procedimiento es estrictamente comparable a aquel que se emplea hoy
en el ca´lculo, cuya justificacio´n teo´rica esta´ dada en te´rminos de l´ımites;
pero la explicacio´n de Fermat hace pensar ma´s bien en el recurso de eliminar
(neglect) los infinitesimales, el cual se encontrara´ en el trabajo de Leibniz.”
([23], p. 58)
A continuacio´n se presenta, ligeramente adaptada a la notacio´n que se emplea en la
geometr´ıa anal´ıtica, la explicacio´n dada por Fermat de su procedimiento para encontrar
la tangente en un punto dado a una curva cuya ecuacio´n es conocida. Esta presentacio´n
se fundamenta en las versiones de Andersen ([24], p. 44) y Eves ([25], p. 326).
Supo´ngase dada la curva, que la ecuacio´n de e´sta es f (x,y) = 0 y que su representacio´n
gra´fica con respecto al sistema de ejes x y y, perpendiculares, es la que se muestra
en la Figura 3.15 (p.70). Se quiere encontrar la tangente a la curva en el punto B de
coordenadas (u,v).
Ha´gase EC = a (a es la subtangente en el punto B) y IC = e. Dado que los tria´ngulos
EOI y EBC son semejantes, entonces:
OI
BC
=
a+ e
a
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Figura 3.15: Construccio´n de la tangente a una curva de ecuacio´n conocida
de donde
OI
v
=
a+ e
a
Por tanto,
OI = v
(a+ e)
a
(3.60)
Cuando O esta´ muy cerca de B, IO es casi igual a PI y, por lo tanto, u+ e es muy
pro´ximo a u y, en (3.60), v (a+e)a es muy pro´ximo a v. De esta forma,
f
(
u+ e,v
(a+ e)
a
)
∼ f (u,v) (3.61)
Pero como f (u,v) = 0, se tiene en (3.61)
f
(
u+ e,v
(a+ e)
a
)
∼ 0 (3.62)
que es la adigualdad a la que Fermat aplica su me´todo de ma´ximos y mı´nimos para
hallar a, en te´rminos de u y v.
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3.5. La tangente al folio de Descartes
A continuacio´n se ilustra el me´todo aplica´ndolo al folio de Descartes, curva cuya ecuacio´n
puede escribirse de la forma
f (x,y) = x3+ y3−nxy = 0 (3.63)
y que fue propuesta por Descartes en el an˜o 1638. Esta curva representa una hoja en el
primer cuadrante. La representacio´n grafica del folio se muestra en la Figura 3.16, en
las coordenadas rectangulares “cartesianas” que se usan hoy.
Figura 3.16: Folio de Descartes
En la ecuacio´n (3.63), n = 3b y b es un para´metro.
Sea B el punto de la curva con coordenadas (u,v) en el cual se desea encontrar la
tangente. Se tiene que:
f
(
u+ e,v
(a+ e)
a
)
= (u+ e)3+
[
v
(a+ e)
a
]3
−n(u+ e)v
(
a+ e
a
)
= u3+3u2e+3ue2+ e3+
v3(a3+3a2e+3ae2+ e3)
a3
− (nuv+nev)(a+ e)
a
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= u3+3u2e+3ue2+ e3+ v3+
3ev3
a
+
3e2v3
a2
+
e3v3
a3
−nuv− enuv
a
− env− e
2nv
a
= (u3+ v3−nuv)+
(
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv
)
e+
(
3u+
3v3
a2
− nv
a
)
e2+
(
1+
v3
a3
)
e3
Y, como B esta´ en la curva, se cumple, en (3.63), que u3+ v3−nuv = 0 y, por tanto, se
obtiene:
f
(
u+ e,v
(a+ e)
a
)
=
(
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv
)
e+
(
3u+
3v3
a2
− nv
a
)
e2+
(
1+
v3
a3
)
e3
Ahora, debe aplicarse el procedimiento algebraico del me´todo de ma´ximos y mı´nimos a
la adigualdad
(
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv
)
e+
(
3u+
3v3
a2
− nv
a
)
e2+
(
1+
v3
a3
)
e3 ∼ 0
lo que permitira´ finalmente encontrar el valor buscado de la subtangente a.
Se divide por e, segu´n la etapa 6, para obtener:
(
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv
)
+
(
3u+
3v3
a2
− nv
a
)
e+
(
1+
v3
a3
)
e2 ∼ 0
Continuando con la etapa 7, se ignoran los te´rminos que au´n contienen e, obteniendo:
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv∼ 0 (3.64)
Luego, al cambiar en (3.64) la adigualdad por la igualdad, se obtiene:
3u2+
3v3
a
− nuv
a
−nv = 0 (3.65)
Para finalizar se expresa el valor de a en te´rminos de u y v, en (3.65), aplicando opera-
ciones algebraicas, as´ı:
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3u2−nv =−
(
3v3
a
− nuv
a
)
a(3u2−nv) =−(3v3−nuv)
a =−3v
3−nuv
3u2−nv
que es lo que se quer´ıa hallar.
3.6. La tangente a la cicloide
En su memoria Doctrinam Tangentium, que data de 1640, Fermat quiere mostrar, segu´n
Gonza´lez Urbaneja ([22], p. 175), que los pasos que se desarrollaron en el Methodus
no so´lo eran aplicables a curvas algebraicas, aquellas cuyas propiedades espec´ıficas son
expresables so´lo mediante l´ıneas rectas, sino tambie´n a curvas meca´nicas, aquellas cuyas
propiedades espec´ıficas son expresables no so´lo mediante l´ıneas rectas, sino tambie´n
mediante curvas.
Para hallar la tangente a una curva, la propiedad espec´ıfica de la curva era considerada
por adigualdad, no sobre la curva misma sino sobre la tangente a encontrar. De esta for-
ma, las longitudes de arco de las curvas eran sustituidas por las partes correspondientes
de las tangentes. Por ejemplo, para la para´bola de la Figura 3.12 (p. 61), se tendr´ıa:
BC2
CD
∼ OI
2
DI
Puede notarse, como la adigualdad sufre una gran evolucio´n hacia la nocio´n de aproxi-
madamente igual, lo cual Fermat deja plasmado en dos principios que, de acuerdo con
Gonza´lez Urbaneja, son los siguientes:
1. “Se pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las ordenadas de
las tangentes ya halladas.
2. Se pueden sustituir las longitudes de arco de las curvas por las partes
correspondientes de las tangentes ya halladas.” ([22], p. 178)
Con base en estos dos principios Fermat encuentra la tangente a la cicloide. Esta curva es
definida como el lugar geome´trico descrito por cualquier punto fijo de una circunferencia
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que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. El primero en estudiarla fue Nicola´s de
Cuse (1401- 1464), en un intento por encontrar el a´rea de un c´ırculo por integracio´n.
Galileo, en 1599, es quien da el nombre a esta curva, sin embargo, el ya llevaba cuarenta
an˜os estudia´ndola, como se lo hizo saber en una carta a Torriccelli en 1639. Es Marin
Mersenne quien da la definicio´n satisfactoria y quien enuncia su propiedad espec´ıfica,
la cual establece que la longitud de la base de la cicloide es igual a la circunferencia
generatriz.
A continuacio´n se muestra, haciendo uso de la notacio´n moderna, como halla Fermat
la tangente a la cicloide:
Figura 3.17: Tangente a la cicloide
Conside´rese la cicloide HCG de ve´rtice C, cuya circunferencia generatriz es CMF , la cual
se ilustra en la Figura 3.17, y sea RB la tangente en un punto cualquiera R. Obse´rvese,
haciendo uso de la notacio´n moderna, como Fermat aplica los dos principios.
Sea CD = x, RD = f (x), MD = g(x) y DB = a. De acuerdo con el principio 1, se reem-
plazan las ordenadas de las curvas por las ordenadas de las tangentes ya halladas. Segu´n
la propiedad espec´ıfica de la cicloide, se tiene que:
f (x) = RM+MD = arcCM+g(x) (3.66)
Ha´gase DE = e y tra´cese NE paralela a RD, que corta a RB en N y a la circunferencia
en O. Como los tria´ngulos RDB y NEB son semejantes, entonces:
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RD
NE
=
DB
EB
es decir,
f (x)
NE
=
a
a− e
de donde,
NE = f (x)
(a− e)
a
(3.67)
Cuando N es muy cercano a R, NE es casi igual a PE y, por lo tanto, se tiene en (3.67)
que:
PE ∼ f (x)(a− e)
a
Pero como PE = f (x− e),
f (x− e)∼ f (x)(a− e)
a
(3.68)
Por la propiedad espec´ıfica de la cicloide, se llega a que:
f (x− e) = arcCO+g(x− e) (3.69)
Pero,
arcCO = arcCM−arcOM (3.70)
y reemplazando (3.70) en (3.69), se obtiene:
f (x− e) = arcCM−arcOM+g(x− e) (3.71)
Sea MA= d, la tangente a la circunferencia CMF , que corta a NE en V , y sea AD= b, la
subtangente a e´sta en el punto M. De la Figura 3.17 (p. 74), se observa que el tria´ngulo
MDA es semejante al tria´ngulo V EA. Por tanto,
MD
V E
=
DA
EA
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es decir,
g(x)
V E
=
b
b− e
De esta forma,
V E = g(x)
(b− e)
b
(3.72)
Cuando V es muy cercano a M, V E es casi igual a OE y, por tanto, se tiene en (3.72):
OE ∼ g(x)(b− e)
b
Pero como OE = g(x− e), entonces se obtiene:
g(x− e)∼ g(x)(b− e)
b
(3.73)
Para el segundo principio, se reemplazan las longitudes de arco de las curvas por las
partes correspondientes de las tangentes ya halladas. Obse´rvese que cuando V es muy
pro´ximo a M, entonces
arcOM ∼MV (3.74)
Pero, de la semejanza de los tria´ngulos MDA y V EA, se tiene:
MV
MA
=
DE
AD
,
de donde,
MV =
MA ·DE
AD
,
es decir,
MV =
de
b
, (3.75)
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De (3.74) y (3.75), se tiene:
arcOM ∼MV = de
b
(3.76)
Reemplazando (3.76) y (3.73) en (3.71), se obtiene:
f (x− e)∼ arcCM− de
b
+g(x)
(b− e)
b
(3.77)
De nuevo, reemplazando (3.66) y (3.77) en (3.68), se llega a:
arcCM− de
b
+g(x)
(b− e)
b
∼ (arcCM+g(x))(a− e)
a
y as´ı,
arcCM− de
b
+
b
b
g(x)− e
b
g(x)∼ a
a
arcCM− e
a
arcCM+
a
a
g(x)− e
a
g(x) (3.78)
De acuerdo con la etapa 5 de Fermat, los te´rminos comunes son eliminados, quedando:
−de
b
− e
b
g(x)∼−e
a
(arcCM)− e
a
g(x) (3.79)
Segu´n la etapa 6, se dividen todos los te´rminos por e, para obtener:
−d
b
− g(x)
b
∼−arcCM
a
− g(x)
a
Para la etapa 7, los restos se hacen iguales:
−d
b
− g(x)
b
=−arcCM
a
− g(x)
a
o bien
d
b
+
g(x)
b
=
arcCM
a
+
g(x)
a
llegando a
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d+g(x)
b
=
arcCM+g(x)
a
(3.80)
Reemplazando (3.66) en (3.80), se tiene:
f (x)
a
=
d+g(x)
b
(3.81)
Por el teorema de Pita´goras, se tiene en el tria´ngulo ADM que:
d2 = g(x)2+b2
donde,
b2 = d2−g(x)2 = (d+g(x))(d−g(x))
y, as´ı,
b
d−g(x) =
d+g(x)
b
(3.82)
Sea S el centro de la circunferencia generatriz y r el radio de la misma. Como los
tria´ngulos AMD y SMD son semejantes, entonces:
d
r
=
b
g(x)
=
g(x)
r− x (3.83)
Por propiedad de las proporciones, puede obtenerse de la primera y tercera fracciones
en (3.83) que:
d−g(x)
r− (r− x) =
d
r
donde,
d−g(x)
x
=
d
r
(3.84)
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Pero, como en (3.83)
d
r
=
b
g(x)
se obtiene en (3.84):
d−g(x)
x
=
b
g(x)
Por lo tanto,
g(x)
x
=
b
d−g(x) (3.85)
Igualando (3.82)y (3.85), se llega a:
g(x)
x
=
d+g(x)
b
(3.86)
Ahora, igualando (3.81) y (3.86), se obtiene:
f (x)
a
=
g(x)
x
De esta forma, las pendientes de MC y RB son iguales. Por lo tanto, RB, la tangente
en R, es paralela a MC. De esta forma, es posible hallar la tangente a la cicloide en el
punto R trazando una paralela a MC por dicho punto.
Los me´todos para las tangentes de Fermat y Descartes constituyeron un gran avance
para el desarrollo de me´todos infinitesimales que propiciaron el desarrollo del Ca´lculo
infinitesimal ya que, a ra´ız de sus resultados, el concepto de tangente, como posicio´n
l´ımite de una secante variable, cobro´ gran importancia. Aunque ambos me´todos ten´ıan
sus fundamentos en la Teor´ıa de ecuaciones de Vieta, eran muy diferentes. Descartes,
por ejemplo, se mantuvo fiel a la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a un c´ırculo, lo cual
se le convirtio´ en un obsta´culo que le impidio´ hallar tangentes, por ejemplo, por puntos
de inflexio´n. Sierpinska al respecto dice:
“Se sabe que la utilizacio´n, hasta el siglo XVII, de una definicio´n para la
79
3.6 La tangente a la cicloide
generalizacio´n a una curva arbitraria de la definicio´n de la tangente del c´ır-
culo dada por Euclides (Elementos, Libro III, def. 2) ha sobrevivido a pesar
del desarrollo de los me´todos de construccio´n de tangentes. Por ejemplo,
Descartes (Juszkiewicz II, 1969, p.117) aunque haya interpretado la tan-
gente como posicio´n l´ımite de la secante, no utilizo´ esta interpretacio´n para
proponer una definicio´n correspondiente; e´l rehuso´ as´ı de hablar de tangente
en un punto de inflexio´n.”([12], p. 24)
De esta forma, Descartes, con su me´todo del c´ırculo, evidencia claramente la concepcio´n
eucl´ıdea y el obsta´culo eucl´ıdeo, el cual queda de manifiesto con su negativa para hallar
tangentes por puntos de inflexio´n.
Fermat, a diferencia de Descartes, parece haber superado dicho obsta´culo. Con su me´to-
do, la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva parece haber sido desterrada total-
mente. Su me´todo no presento´ problemas a la hora de hallar la tangente a todas las
curvas conocidas en su e´poca. Fermat fue quien ma´s contribuyo´ al nacimiento del nuevo
Ca´lculo que desarrollar´ıan Newton y Leibniz. Segu´n Gonza´lez Urbaneja “Fermat tra-
sciende el infinitesimal geome´trico e instaura lo infinitesimal en el terreno de lo nume´rico
. . . ”([22], p.268)
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El estudio experimental es el que permite que se valide la hipo´tesis planteada en el
trabajo de investigacio´n. E´ste se divide en dos partes, las cuales se denominan “Primer
estudio experimental” y “Segundo estudio experimental”. El primer estudio experimen-
tal lo conforman una serie de entrevistas cl´ınicas, realizadas a 13 alumnos de segundo
semestre de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia. El fin de estas en-
trevistas es analizar el concepto imagen que presentan los alumnos con respecto a la
nocio´n de tangente a una curva plana y que sirve de ayuda para evidenciar en ellos la
existencia de la concepcio´n eucl´ıdea y del obsta´culo eucl´ıdeo. El segundo estudio ex-
perimental consta de un cuestionario escrito, realizado a 117 alumnos que actualmente
cursan las carreras de Ingenier´ıa y Licenciatura en Matema´ticas y F´ısica en la Univer-
sidad de Antioquia. Este segundo estudio experimental permite abarcar una poblacio´n
ma´s grande de alumnos, cosa que no es posible con la entrevista cl´ınica, ya que por la
gran cantidad de tiempo que se invierte al hacer cada entrevista, de manera personal,
y a su posterior estudio, hace que el nu´mero de entrevistados sea pequen˜o y, por tanto,
que no sea adecuado generalizar los resultados sin comprobarlos en un conjunto ma´s
amplio.
4.1. Primer estudio experimental
Previo a la aplicacio´n y posterior ana´lisis de las entrevistas cl´ınicas se realiza una
entrevista prototipo, la cual sirve de base para la construccio´n del guio´n de entrevista
que es, en u´ltima instancia, el que se aplica a los 13 alumnos de segundo semestre de
Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia. A continuacio´n se muestra el
desarrollo de esta entrevista y su ana´lisis respectivo.
4.1.1. Entrevista prototipo La entrevista prototipo se hace a una una
alumna de segundo semestre de la carrera de Matema´ticas, de la Universidad de An-
tioquia. El fin de esta entrevista, como el de las posteriores es, adema´s de analizar la
presencia en la alumna de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva plana en
un punto dado, poner en evidencia el obsta´culo eucl´ıdeo, mediante el ana´lisis de las
distintas manifestaciones del concepto imagen y el concepto definicio´n.
4.1 Primer estudio experimental
La entrevista consta de dos partes esenciales. En la primera parte, la alumna debe
trazar varias curvas. Sobre cada una de las curvas ubicara´ un punto y trazara´, por
dicho punto, la tangente a cada curva. Lo que se pretende con esto es analizar, en la
alumna, la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva. Para la segunda
parte, se le presentan a la alumna cuatro curvas distintas, cada una de las cuales tiene
ubicado un punto y se le pide que trace la tangente a cada una de dichas curvas por el
punto sen˜alado. Con esto se pretende que la alumna evidencie el obsta´culo eucl´ıdeo, es
decir, que la concepcio´n eucl´ıdea se convierte en un obsta´culo que impide a la alumna
hallar la tangente a ciertas curvas por algunos puntos de estas.
Es importante notar que a este nivel de su carrera, la alumna ya ha visto un curso de
Geometr´ıa y un curso introductorio de Ca´lculo y, se supone, debe de haber estudiado
ya el concepto de tangente.
A continuacio´n se transcribe esta entrevista y se hace un ana´lisis de las diferentes
respuestas dadas por la alumna.
Nombre: Alejandra A´lvarez Bernal
Sexo: Femenino
Edad: 22 an˜os
Institucio´n educativa: Universidad de Antioquia
Carrera: Matema´ticas.
Fecha: Noviembre 16 de 2004
Hora: 2:00 p.m.
La entrevista se desarrolla de la siguiente manera:
Se le da a la alumna una hoja en blanco y un la´piz. Luego, se le pide que trace una
curva cualquiera. Cuando lo hace, se le pide, de nuevo, que trace otra curva. Despue´s,
se le indica que trace otra ma´s. As´ı, hasta que trace cinco curvas. Ya trazadas todas
las curvas, se le indica que en cada una de ellas sen˜ale un punto. A continuacio´n, se le
pide trazar, por cada punto, una tangente a la curva respectiva. Las curvas, los puntos
y las tangentes trazadas por la alumna se muestran a continuacio´n en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Tangentes a curvas trazadas por la alumna
La conversacio´n con la alumna continu´a de la siguiente manera:
Profesor: ¿Por que´ esas rectas trazadas son tangentes?
Alumna: Porque es donde la curva cambia, donde cambia de positivo a negativo. O sea,
que baja y despue´s sube.
Luego, se le presentan a la alumna tres curvas distintas, cada una de las cuales tiene
ubicado un punto, tal como se muestra en la Figura 4.2.
Figura 4.2: Curvas presentadas a la alumna
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Profesor: Traza por el punto P, indicado en cada curva, la que creas que es la tangente
a dicha curva.
Alumna: De las primeras curvas que dibuje´ estoy segura, porque yo las hice . . . pero
. . . pero las otras son casos raros. Las primeras que hice son tangentes, porque las corta
en un punto, pero por ejemplo en esta primera no hay tangente porque se corta en ma´s
de un punto.
Entonces traza en la curva (a), de la Figura 4.2 (p.83), la tangente como se muestra a
continuacio´n:
Figura 4.3: Tangente a la curva (a)
Con respecto a la curva (c), la alumna piensa lo siguiente:
Alumna: Sin embargo, en esta gra´fica, mmm. . .me confundo, pues no hay cambio de
positivo a negativo, es como una recta y sigue una curva.
Luego, dibuja la tangente como sigue:
Figura 4.4: Tangente a la curva (c)
Para la curva (b), la alumna traza la tangente como se muestra a continuacio´n:
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Figura 4.5: Tangente a la curva (b)
Luego, continu´a diciendo:
Alumna: Esta ser´ıa la tangente, pero. . . pero. . . no lo es porque termina en punta. S´ı,
esta ser´ıa la tangente. Mmm . . . aunque pasa por un punto, ser´ıa tangente. Pero el
problema es que termina en punta. Ah´ı no hay cambio de positivo a negativo, por lo
tanto, no hay tangente. Para que haya tangente, tiene que ir en curvita. Ah´ı hay un
error, como no existe, el que le ensen˜a a uno le dice que no existe, pero no le dice por
que. ¡Que pena decirlo!, pero uno acepta como ellos le dicen. Por tanto, el por que´ no
existe, es porque termina en punta.
El profesor continu´a la entrevista haciendo la siguiente pregunta:
Profesor:: ¿Cua´l sera´ la tangente a esta recta en el punto P dado?
Figura 4.6: Tangente a una recta
Alumna: ¿No ser´ıa la misma raya? Pues ese es un punto y por ese punto debe pasar
. . . a menos que . . . a menos que la trace corta´ndola, pero no.
Profesor: ¿Entonces una tangente no puede cortarse?
Alumna: ¿Una tangente puede hacerse as´ı?
La alumna traza la siguiente curva:
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Figura 4.7: Tangente cortando una curva
Profesor: No se´, d´ımelo tu´.
Alumna: La curva quedar´ıa partida y eso no puede ser.
La alumna vuelve a mirar la recta (Figura 4.6, p.85), queda´ndose un rato pensativa.
Profesor: Usted dice que la tangente a la recta es la misma recta. Pero, ¿no hab´ıa
dicho que una tangente corta en un so´lo punto a una curva? Si la tangente a la recta
dada fuera la misma recta, ¿no tendr´ıa muchos puntos en comu´n?
Alumna: Una tangente pasa por un punto de una curva, pero ah´ı no hay una curva. Yo
no dije que fuera una curva, sino que si lo fuera, ser´ıa la misma recta. Observe que no
cambia de positivo a negativo, no hay tangente. En cambio, ese dibujo es una recta con
un punto en la mitad.
4.1.1.1. Ana´lisis de la entrevista prototipo. Analizando las curvas trazadas por
la alumna, la mayor´ıa de lo cuales son arcos de circunferencia, y las tangentes a dichas
curvas, pareciera ser que la concepcio´n de tangente a una curva plana en un punto dado,
que tiene la alumna, tiene relacio´n con la concepcio´n de tangente a una circulo dada
por Euclides en la Definicio´n III-2, del libro de los Elementos de Geometr´ıa, como una
recta que toca al c´ırculo y prolongada no lo corta. De acuerdo con la alumna, las rectas
trazadas a dichas curvas son tangentes porque cortan la curva en un so´lo punto. Es
importante hacer notar que la alumna no habla de “tocar en un punto” sino de “cortar
en un punto”, pero cuando se analizan las tangentes a las curvas trazadas, parece ser
que para ella tocar en un punto y cortar en un punto tiene el mismo significado. Ella
considera, adema´s, que las tangentes deben trazarse donde la curva cambia de “positivo
a negativo”. De acuerdo con esto, so´lo es posible ubicar las tangentes, por decirlo as´ı, en
la cresta o en los senos de las curvas, lo cual da a pensar que ella no acepta las tangentes
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en puntos de inflexio´n. Esto parece confirmarse cuando se le pide que trace la tangente
a la curva de la Figura 4.2-a (p.84). Aunque ella traza correctamente la tangente a la
curva, no esta´ de acuerdo con la recta trazada, ya que, segu´n ella, por dicho punto
cualquier recta que se trace, cortara´ la curva en ma´s de un punto y, por tanto, no
puede haber tangente. Recue´rdese que tambie´n Descartes ([12], p. 24) evidencia este
obsta´culo, cuando se niega a aceptar la existencia de tangentes en puntos de inflexio´n.
Cuando se le pregunta por la tangente que trazar´ıa por el punto dado, en la Figura 4.2-c
(p.83), ella dice estar confundida, ya que en dicho punto la recta no “cambia de positivo
a negativo” y, fuerza la curva trazando la tangente como si “evocara” la concepcio´n
eucl´ıdea, como puede verse en la Figura 4.4 (p.84).
Para la Figura 4.2-b (p.83), la alumna, en principio, traza una recta que considera la
tangente pues all´ı, dice ella, la recta tocar´ıa a la curva en un so´lo punto. Sin embargo,
luego considera que por el punto dado no pasa ninguna tangente, ya que la curva no
“cambia de positivo a negativo”, sino que termina en punta. Segu´n ella, la tangente debe
de trazarse donde haya curva. Esto puede verse en la Figura 4.5 (p.85).
Con respecto a la recta mostrada en la Figura 4.6 (p.85), no esta´ segura de su respuesta.
En un principio piensa que la tangente es la misma recta, pero se retracta, pues considera
que tocar´ıa la recta en varios puntos. Luego, piensa que la tangente podr´ıa trazarse
atravesando la recta por el punto dado, pero tambie´n esto la hace dudar, pues para ella
una tangente no puede cortar una curva.
Como ha podido observarse, las curvas dibujadas por la alumna son arcos de circun-
ferencia o para´bolas para los cuales la tangente, de acuerdo a la definicio´n eucl´ıdea,
funciona muy bien; sin embargo, cuando se le pide trazar la tangente a otras curvas
en puntos estrate´gicos de e´stas, ah´ı la concepcio´n eucl´ıdea de tangente no funciona ,
lo cual lleva a la alumna, en algunos casos, a forzar las curvas y en otros a pensar que
la tangente en los puntos sen˜alados no existe. De esta forma, la alumna concibe una
tangente como una recta que toca a la curva en un so´lo punto y que no la puede cortar,
cosa que le funciona so´lo en algunas curvas y, cuando se le pide trazar la tangente a otro
tipo de curvas por puntos estrate´gicos de e´stas, apela a la definicio´n eucl´ıdea de tan-
gente, sin obtener resultado. Puede conclu´ırse, entonces, que en la alumna se encuentra
presente la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y que dicha concepcio´n es un obsta´culo que
le impide hallar la tangente a otro tipo de curvas, por puntos estrate´gicos de estas. Es
decir, la alumna evidencia el obsta´culo eucl´ıdeo.
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4.1.2. Descripcio´n y estructura de las entrevistas cl´ınicas Co-
mo se dijo antes, la entrevista prototipo sirve de patro´n para realizar un guio´n de en-
trevista, mejorado, que es luego el que se aplica a los 13 alumnos de segundo semestre
del programa de Ingenier´ıa de Sistemas, antes mencionados.
Cada una de las 13 entrevistas se hace individualmente y es grabada y transcrita de tal
manera que sea ma´s fa´cil su posterior estudio. Durante su desarrollo se ha tenido mucho
cuidado con el tipo de lenguaje empleado en las preguntas, tratando de no introducir
ninguna terminolog´ıa extran˜a al lenguaje propio de los alumnos, que les pueda llevar a
confusiones o a la evocacio´n de ima´genes mentales ajenas al concepto de recta tangente.
Adema´s, los gra´ficos usados se muestran sin ejes de coordenadas, con el fin de evitar
que el alumno haga referencia a la ecuacio´n de la curva. El mecanismo usado en las
entrevistas tiene una fuerte componente visual, la cual sirve de ayuda para explorar en
los alumnos el concepto-imagen que presentan con respecto a la nocio´n de tangente a
una curva plana en un punto dado y la presencia del obsta´culo eucl´ıdeo.
El propo´sito de estas entrevistas, al igual que en la entrevista prototipo es, mediante
las distintas manifestaciones del concepto-imagen y el concepto-definicio´n presentes en
los alumnos, con respecto al concepto de tangente a una curva plana en un punto dado,
poner en evidencia la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y el obsta´culo
eucl´ıdeo.
El guio´n de entrevista consta de cinco partes, las cuales son llamadas “Pregunta 1”,
“Pregunta 2”, “Pregunta 3”, “Pregunta 4” y “Pregunta 5”. El propo´sito de la pregunta 1
es averiguar, mediante el ana´lisis del concepto imagen, si en los alumnos entrevistados
se encuentra presente la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva plana en un punto
dado. Las preguntas 2, 3 y 4 tienen como propo´sito analizar el comportamiento de los
alumnos cuando se les pide hallar la tangente a ciertas curvas, por puntos estrate´gicos
de ellas. Se espera con esto, que los alumnos pongan en evidencia el obsta´culo eucl´ıdeo,
mostrando la imposibilidad de trazar la tangente haciendo uso de la definicio´n eucl´ıdea.
Con la Pregunta 5 se quiere analizar el concepto definicio´n de los alumnos con respecto
a la nocio´n de tangente a una curva plana en un punto dado. Este ana´lisis permite
observar como es la integracio´n del concepto imagen y el concepto definicio´n en los
alumnos con respecto a la nocio´n de recta tangente, con lo cual se espera confirmar la
existencia en e´stos de la concepcio´n eucl´ıdea.
A continuacio´n se muestra el esqueleto del guio´n de entrevista presentado a los alumnos.
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Pregunta 1
1.1. Traza cinco curvas cualesquiera.
1.2. Sen˜ala sobre cada una de las curvas un punto.
1.3. Traza, por cada uno de los puntos sen˜alados, la tangente a cada curva.
1.4. Elige de entre las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n y dime ¿Por
que´ crees que la recta que trazaste por dicho punto es la tangente a la curva?
Pregunta 2
2.1.Traza por el punto P, sen˜alado en la siguiente curva, la que crees que es para ti la
tangente a la curva en dicho punto.
Figura 4.8: Curva asociada a la pregunta 2
2.2. ¿Por que´ crees que esa es la tangente a dicha curva?
2.3. ¿Es esa la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Si acaso el alumno considera que no pasa ninguna tangente a la curva por el punto
dado, se le pregunta:
2.4. ¿Por que´ crees que por ese punto no puede pasar ninguna tangente a dicha curva?
Pregunta 3
3.1. Traza por el punto P, sen˜alado en la siguiente curva, la que crees que es para ti la
tangente a la curva en dicho punto.
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Figura 4.9: Curva asociada a la pregunta 3
3.2. ¿Por que´ crees que esa es la tangente a dicha curva?
3.3. ¿Es esa la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Si el alumno considera que no pasa ninguna tangente a la curva por el punto dado, la
pregunta es:
3.4. ¿Por que´ crees que por ese punto no puede pasar ninguna tangente a dicha curva?
Pregunta 4
4.1. Traza por el punto P, sen˜alado en la siguiente curva, la que crees que es para ti la
tangente a la curva en dicho punto.
Figura 4.10: Curva asociada a la pregunta 4
4.2. ¿Por que´ crees que esa es la tangente a dicha curva?
4.3. ¿Es esa la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Si acaso el alumno considera que no pasa ninguna tangente a la curva por el punto
dado, se le pregunta:
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4.4. ¿Por que´ crees que por ese punto no puede pasar ninguna tangente a dicha curva?
Pregunta 5
5.1. ¿Cua´l es la definicio´n de tangente que recuerdas de tu curso de Ca´lculo o de cursos
anteriores? Si no la recuerdas, trata tu mismo de dar una definicio´n.
A continuacio´n, se presenta la transcripcio´n de cada una de las entrevistas aplicadas
a los 13 alumnos de segundo semestre de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de
Antioquia.
Entrevista 1
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas, las que quieras.
Sen˜ala un punto cualquiera en cada una de ellas.
Traza una tangente por cada uno de los puntos que sen˜alaste.
Las curvas, los puntos y las tangentes trazadas por el alumno se pueden ver en la figura
siguiente:
Figura 4.11: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 1
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Profesor: Elige entre las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.11 (p. 91).
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la recta tangente?
Alumno: Porque corta la gra´fica en un punto.
Profesor: ¿La corta?
Alumno: Pues. . . la toca, la toca en un punto pues . . . la interseca en un punto a la
gra´fica.
Pregunta 2
Profesor: Traza por la siguiente curva la tangente por el punto P, sen˜alado.
La tangente trazada por el alumno es la siguiente:
Figura 4.12: Tangente a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la recta tangente?
Alumno: . . .Yo personalmente pienso que esta no tendr´ıa recta tangente, esta curva
no. Pues sinceramente aca´ estoy dudoso, pues . . . yo pienso que aca´ no se podr´ıa trazar
recta tangente.
Profesor: ¿No esta´s seguro de que´ pueda ser?
Alumno: No estoy seguro, porque en cualquier parte que la pueda trazar, excepto aca´,
donde la trace´, eh . . . pues la tocar´ıa en ma´s de un punto. Ya ser´ıa pues secante, exacto
si.
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Profesor: Entonces trazaste esa, pero no esta´s seguro que sea la tangente.
Alumno: No, no estoy seguro, no estoy seguro.
Pregunta 3
Profesor: Y en e´sta curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente en el punto P?
Alumno: Ser´ıa e´sta.
El alumno traza la tangente a la curva de la siguiente manera:
Figura 4.13: Tangente a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿Esa ser´ıa la u´nica tangente que pasa por ese punto?
Alumno: Ummm . . . si.
Profesor: ¿Esa es la u´nica? ¿No pueden pasar ma´s por ah´ı?
Alumno: No, porque es que si pasan por aca´, . . . ya pues, tocar´ıan a la, a la funcio´n.
Profesor: O sea que estar´ıa cortando en otra parte.
Alumno: Si, la cortar´ıa en otra parte.
Pregunta 4
Profesor: En e´sta curva, ¿Cua´l crees que sea la tangente que pasa por el punto P?
Alumno: Aqu´ı tambie´n creo que no se podr´ıa trazar ninguna, porque . . . pues en cualquier
punto, en cualquier recta que le tracemos va a intersecar a la gra´fica en ma´s de un punto
pues, porque mira que el punto no esta´, no esta´ en un pico, entonces no, no le encuentro
recta tangente.
Profesor: Entonces, no es posible trazar tangente en ese punto.
Alumno: No, no es posible.
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Pregunta 5
Profesor: ¿Cua´l es la definicio´n de tangente que recuerdas de tu curso de Ca´lculo o
de cursos anteriores?
Si no la recuerdas, trata tu mismo de dar una definicio´n.
Alumno: Para mi una tangente es una recta que en una funcio´n, en una curva, toca la
gra´fica en un so´lo punto, en so´lo uno, porque si ya lo toca en ma´s de uno, ser´ıa una
secante, una recta secante.
Entrevista 2
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Femenino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas.
Alumna: ¿Las que quiera?
Profesor: Si, las que quieras.
Sen˜ala un punto cualquiera en cada una de ellas.
Traza una tangente por cada uno de los puntos que sen˜alaste.
A continuacio´n se muestran las curvas, los puntos y las tangentes trazadas por la alum-
na:
Figura 4.14: Curvas trazadas por la alumna de la entrevista 2
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Profesor: ¿Cua´l de todas las curvas que trazaste es la que ma´s te gusta?
La alumna escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*), en la la Figura 4.14 (p. 94).
Profesor: ¿Por que´ crees que lo que trazaste por ese punto es la tangente?
Alumna: ¿Por que´? Porque traza´ndole varias rectas secantes en esa curva,. . . claro que
aca´ no se me . . . no se me estabilizan. E´sa no es la tangente pues ser´ıa entonces. . .
Profesor: Sen˜ala la que tu creas que sea.
Alumna: Ser´ıa e´sta.
En la la Figura 4.14 (p. 94) la que sen˜ala como “e´sta”.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente?
Alumna: Porque al trazarle las rectas secantes as´ı cercanas a este, a este punto, se me
estabilizan en esta recta.
Pregunta 2
Profesor: En la siguiente curva, ¿cua´l crees que sea la tangente que pasa por el punto
P que se denota?
La alumna traza la tangente como se muestra a continuacio´n:
Figura 4.15: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Esa ser´ıa la u´nica tangente que pasa por ese punto?
Alumna: Pues si me centro en el concepto que tengo, que es de trazar rectas secantes,
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si tendr´ıa que ser esta nada ma´s. Porque si, porque no habr´ıa otra, otra estabilizacio´n
de e´stas rectas, nada ma´s e´sta.
Pregunta 3
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa la tangente que pasa por el punto P en esta curva?
Alumna: Ummm. . . en esta ser´ıa la recta.
La alumna traza una recta como sigue:
Figura 4.16: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿A cual se te parece esa?
Alumna: A la que yo eleg´ı ahorita (se refiere, en la figura 4.14 (p.94), a la curva marcada
con (*)).
Profesor: ¿Continu´as pensando que si te acercas al punto por ambos lados, las secantes
se estabilizar´ıan en esta recta?
Alumna: Si.
Profesor: ¿Esa ser´ıa la u´nica tangente por ese punto?
Alumna: La u´nica que si, que pasar´ıa.
Pregunta 4
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa la tangente a la siguiente curva por el punto dado?
Alumna: La tangente ser´ıa,. . . ser´ıa e´sta. S´ı, es la misma.
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Cuando dice la misma, se refiere en la curva a la parte que es recta, como puede verse
en la figura siguiente:
Figura 4.17: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿Y esa es la u´nica recta que pasa por dicho punto? ¿Pasan ma´s?
Alumna: No, no pasan ma´s.
Pregunta 5
Profesor: Por u´ltimo dime con tus palabras, ¿cua´l es para ti la definicio´n de tangente
a una curva en un punto dado?
Alumna: Ah bueno, la tangente es la estabilizacio´n de. . . de varias rectas secantes,
trazadas en una curva, que se acercan a un punto dado.
Entrevista 3
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas, las que quieras. En cada una de esas curvas sen˜ala un
punto cualquiera. Traza una tangente a cada curva por cada uno de esos puntos.
El alumno hace los trazos que se muestran a continuacio´n:
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Figura 4.18: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 3
Profesor: Elige la curva que ma´s te llame la atencio´n de las que acabas de trazar.
Alumno: Esta.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.18.
Profesor: ¿Por que´ crees que e´sa que trazaste es la tangente?
Alumno: Mire que en este punto si yo trazo un haz de secantes, por los dos lados, en
este punto, se me estabiliza ese haz de secantes. Por eso, creo que ah´ı se me . . . , es esa
recta, esa es la recta tangente.
Profesor: ¿Y solamente pasa una tangente por ese punto?, ¿o pueden pasar varias?
Alumno: Solamente una.
Pregunta 2
Profesor: Traza, en la siguiente curva, la tangente que tu´ crees que pasa por el punto
P sen˜alado.
El alumno traza la tangente como sigue:
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Figura 4.19: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Por que´ esa es la tangente?
Alumno: Porque, como le dije ahorita, el haz de secantes se me estabiliza solamente
ah´ı.
Profesor: ¿Esa es la u´nica tangente que puede pasar ah´ı?
Alumno: S´ı, en ese punto si.
Pregunta 3
Profesor: En la siguiente figura, ¿cua´l ser´ıa la tangente que pasa por el punto P
sen˜alado?
El alumno realiza el siguiente trazo:
Figura 4.20: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿Esa es la que crees que es la tangente en ese punto?
Alumno: S´ı.
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Profesor: ¿Por que´?
Alumno: Porque pues, nuevamente volvio´ a ser el haz de secantes y aca´ se me . . .
Profesor: ¿Y ah´ı se estabilizan?
Alumno: S´ı.
Pregunta 4
Profesor: En esta figura, ¿Cua´l sera´ la recta tangente?
El alumno traza la tangente mostrada en la siguiente figura:
Figura 4.21: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿Y es la u´nica? o pueden pasar ma´s.
Alumno: Es la u´nica.
Pregunta 5
Profesor: Define con tus palabras que es una tangente a una curva en un punto dado.
Alumno: Eh . . . es la, la recta donde se estabiliza el haz de secantes, trazado por los dos
lados, los lados pues del punto.
Entrevista 4
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
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Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas, las que quieras. Sen˜ala un punto en cada una de las
curvas que trazaste. Traza la tangente por cada uno de los puntos que sen˜alaste.
Los trazos del alumno se muestran en la siguiente figura:
Figura 4.22: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 4
Profesor: Elige, de las curvas que acabas de trazar, la que ma´s te llame la atencio´n.
El alumno escoge de las curvas que trazo´ la que esta´ marcada con un asterisco (*) en
la Figura 4.22.
Profesor: ¿Por que´ crees que e´sa es la tangente?
Alumno: Porque es una recta que, pues que toca uno de los puntos de la curva, pero
ma´s no toca a dos, pues no cruza la . . . la toca en un so´lo punto, claro pues que es una
recta tangente, y hay varias para cada punto.
Profesor: ¿Esa es la u´nica tangente en ese punto?
Alumno: En ese punto si, y adema´s porque . . . si en ese punto . . . s´ı, es la u´nica recta.
Pregunta 2
Profesor: En la siguiente curva, ¿cua´l crees que es la tangente que pasa por el punto
P sen˜alado?
El alumno traza la tangente como sigue:
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Figura 4.23: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Esa es la u´nica?
Alumno: ¿En este punto?
Profesor: S´ı, en ese punto.
Alumno: S´ı, es la u´nica.
Pregunta 3
Profesor: ¿Cua´l sera´ la tangente a la curva siguiente, por el punto dado?
El alumno traza la recta que se muestra a continuacio´n:
Figura 4.24: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿por que´ crees que e´sa es la recta tangente?
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Alumno: Por que´ . . . lo que dec´ıa ahorita, que toca a un punto, a un punto cualquiera
de la curva.
Profesor: ¿Por que´ no toca sino un punto?
Alumno: Toca a un punto, tengo la impresio´n de que se sacaba tambie´n algo, con algo
que es perpendicular pero no, no me atrevo a decir lo que es.
Profesor: ¿Entonces, no esta´s seguro que esa sea?
Alumno: No, si estoy seguro que es, pero es por la definicio´n pues, vana que tengo que
es as´ı.
Profesor: ¿Cua´l es la definicio´n vana que tienes?
Alumno: Que pasa por un punto de la gra´fica, es una recta por un punto de la curva,
pasa y que toca un so´lo punto de la curva, esa es la recta . . .Ah y que es perpendicular
al, y que hay otra recta que es perpendicular al radio de la curva.
Profesor: ¿Cua´l es el radio de la curva ah´ı?
Alumno: Pero es que esta curva es . . . pues no se´ . . . porque, por ejemplo, en una cir-
cunferencia yo trazo la, . . . , la ¿la puedo trazar?
Profesor: S´ı, tra´zala.
Alumno: Si trazo la circunferencia, por ejemplo, aca´ ser´ıa la . . . la tangente.
El alumno hace el siguiente dibujo:
Figura 4.25: Circunferencia trazada por el alumno
Profesor: ¿En el punto?
Alumno: Si, ah´ı. Se me corrio´, pero . . . no importa, aca´, ¿cierto? y con el radio aca´,
me forma una, una recta perpendicular. Entonces toca este punto y aca´ forma una
perpendicular, o sea un a´ngulo de noventa.
El profesor mira de nuevo la curva dada al alumno (Figura 4.24 (p.102)) y le pregunta:
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Profesor: Si miramos la curva, ¿como ser´ıa la circunferencia?
Alumno: La . . . si aca´ tendr´ıa.
Profesor: Tra´zala.
Y el alumno continu´a la curva, como se ilustra en la Figura 4.24 (p.102).
Profesor: Entonces, ¿ese ser´ıa el radio?
Alumno: Y ser´ıa perpendicular a la recta que pasa por un punto de la curva.
Pregunta 4
Profesor: En esta curva, ¿Cua´l ser´ıa la tangente por el punto P?
Alumno: ¿La trazo?
Profesor: S´ı, tra´zala.
El alumno traza, en principio, la recta marcada con (*).
Figura 4.26: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Alumno: Ser´ıa esta, pero es que aqu´ı no hay forma . . . Pero sabes que no, porque si
vamos que toca en un so´lo punto, esta recta estar´ıa tocando infinitos puntos de aca´
para alla´ ¿cierto?
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa entonces?
Alumno: S´ı, como ma´s inclinada.
Y traza la recta sen˜alada con una x, en la Figura 4.26.
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Profesor: ¿ser´ıa esta la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Alumno: No, aca´ si pues, podr´ıan ser varias.
Profesor: ¿Ah´ı se podr´ıan trazar varias tangentes?
Alumno: Si.
Profesor: Traza dos ma´s.
Alumno: Me retracto, porque . . . porque es que tocar´ıa ma´s puntos, y la definicio´n pues
que tengo es que toca un so´lo punto de la curva.
Profesor: Entonces ¿cua´ntas tangentes pasan por dicho punto?
Alumno: Una sola.
Profesor: ¿Y es esta que trazaste aqu´ı?
El profesor se refiere a la u´ltima que trazo´.
Alumno: S´ı, es esta.
Pregunta 5
Profesor: ¿Puedes definir una tangente a una curva, en un punto dado?
Alumno: Una recta que pasa por un punto de una curva y es perpendicular al radio . . . y
pues, es perpendicular a la recta que va desde el centro pues, que forma el radio de la
curva o de la circunferencia.
Entrevista 5
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas cualesquiera.
Sen˜ala un punto cualquiera en cada una de ellas.
Traza la tangente a las curvas por cada uno de esos puntos.
Las curvas, los puntos y las tangentes trazadas por el alumno son las siguientes:
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Figura 4.27: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 5
Profesor: Elige de esas curvas la que ma´s te llame la atencio´n.
Alumno: La primera.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*).
Profesor: ¿Por que´ crees que e´sa es la tangente por ese punto?
Alumno: Pues, e´sa es como la que . . . tangente es como paralela, paralela a esa curva
en ese punto.
Profesor: ¿Paralela?
Alumno: O sea que nada ma´s toca la curva en ese punto.
Pregunta 2
Profesor: ¿Cua´l crees que es la tangente que pasa por el punto dado en la siguiente
curva?
El alumno traza dos rectas, como se muestra en la Figura 4.28 (p.107).
El profesor mira las rectas y continu´a como sigue:
Profesor: ¿E´sas dos?
Alumno: Si.
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Figura 4.28: Tangentes trazadas a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: Esa es muy parecida a la que trazaste ahora, de las que te dije que trazaras.
¿Por que´ aqu´ı trazas dos y all´ı solamente una?
Alumno: No se´ . . . lo que pasa es que aca´ esta´n como ma´s claras las curvas, en cambio,
la mı´a esta´ ma´s deforme.
Pregunta 3
Profesor: ¿Cua´l crees que sea la recta tangente, en el punto dado, en la siguiente
gra´fica?
Alumno: Por aca´ y . . . y otra por aca´.
El alumno traza las siguientes tangentes:
Figura 4.29: Tangentes trazadas a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿Esas ser´ıan las rectas tangentes?
Alumno: Si, esas dos.
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Pregunta 4
Profesor: En la curva siguiente, ¿cua´l sera´ la tangente por el punto dado?
Alumno: Ser´ıa una por aca´.
Y dibuja la tangente mostrada a continuacio´n:
Figura 4.30: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿Es la u´nica tangente por ese punto?
Alumno: S´ı, es la u´nica.
Pregunta 5
Profesor: Me puedes decir, ¿cua´l es la definicio´n de tangente a una curva en un punto
dado?
Alumno: Es una recta que pasa por determinado punto y que so´lo toca la curva en ese
punto . . .Claro que ma´s adelante se puede chocar con la curva pero . . .
Profesor: ¿Si?
Alumno: Si, se puede atravesar.
Entrevista 6
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
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Pregunta 1
Profesor: Traza cinco curvas.
Sen˜ala un punto en cada una de esas curvas.
Traza la tangente por el punto que sen˜alaste.
Las curvas, puntos y tangentes dibujados por el alumno son mostrados en la siguiente
figura:
Figura 4.31: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 6
Profesor: Escoge de las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
Alumno: Esta.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.31.
Profesor: ¿Por que´ esa es la tangente en ese punto?
Alumno: Porque la toca en un so´lo punto.
Pregunta 2
Profesor: Traza la tangente a la curva siguiente por el punto dado.
Alumno: ¿La tangente que pasa por ese punto P?
Profesor: S´ı, ¿Cua´l crees que es la tangente que pasa por dicho punto?
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Alumno: A ver yo miro, esta curva en este punto P ¿si es curva? Creo que es como
una recta, no creo que se pueda, que tenga tangente.
Profesor: Entonces, ¿por ese punto no pasa ninguna tangente a la curva?
Alumno: Si es curva si, pero aqu´ı pareciera que fuera una rectica. En definitiva, creo
que en ese punto no es tangente.
Pregunta 3
Profesor: ¿Y en esta curva como trazar´ıas la tangente por el punto P?
Alumno: Creo que . . . siendo que no es una curva, tampoco se podr´ıa pasar una recta
tangente, pues tocar´ıa en un so´lo punto . . . pero es que se cortar´ıan.
Profesor: ¿Cua´l es entonces la tangente por dicho punto?
Alumno: Una tangente no . . . no ser´ıa tangente.
Profesor: ¿No crees que pase tangente por ese punto?
Alumno: No, no pasa tangente.
Pregunta 4
Profesor: ¿Cua´l crees que sera´ la tangente por el punto dado en la curva siguiente?
Alumno: No, tampoco tendr´ıa tangente, porque si pasa por aca´, la toca en ma´s de un
so´lo punto, entonces dejar´ıa de ser tangente. Mira que la curva aqu´ı se vuelve . . .
Profesor: ¿Cambia?
Alumno: . . .As´ıntota, si vea mire, si es as´ıntota . . . no . . . ¿esto si es recto?
Profesor: No se´, d´ımelo.
Alumno: O sea, tal vez si tenga tangente, pero entonces . . . es que aqu´ı termina la curva
y empieza la otra.
Profesor: Entonces ¿pasar´ıa alguna tangente?
Alumno: Yo creo que tampoco tendr´ıa tangente.
Pregunta 5
Profesor: Por u´ltimo, define con tus propias palabras lo que es una tangente a una
curva en un punto dado.
Alumno: Una tangente a una curva en un punto dado, ser´ıa una recta que al trazarla
en forma que toque la curva, solamente la toque en un so´lo punto.
110
4.1 Primer estudio experimental
Entrevista 7
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Femenino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas cualesquiera.
Marca un punto sobre cada una de ellas.
Traza la que creas que es la tangente a cada curva por dichos puntos.
A continuacio´n se muestran las curvas y las tangentes trazadas por la alumna:
Figura 4.32: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 7
Profesor: Escoge de las curvas que trazaste la que ma´s te guste.
La alumna escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.32.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente?
Alumna: La tangente es la que corta a la curva en ese punto so´lo una vez.
Profesor: ¿Solamente pasa esa tangente por la curva?
Alumna: S´ı, so´lo esa.
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Pregunta 2
Profesor: En la curva siguiente, ¿cua´l ser´ıa la tangente por ese punto?
Alumna: Ser´ıa esta.
La alumna traza una recta como se muestra a continuacio´n:
Figura 4.33: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Esa es la u´nica?
Alumna: Por ese punto no pasan ma´s.
Pregunta 3
Profesor: Y por esta curva, ¿Cua´l ser´ıa la tangente?
Alumna: Mmm . . .Ah´ı son dos curvas diferentes
Profesor: ¿Dos curvas?
Alumna: S´ı, ah´ı la funcio´n es continua pero . . . pero la curva no.
Profesor: ¿Entonces ah´ı no hay tangente ¿O s´ı?
Alumna: Mmm . . . no se´, ¡ser´ıa esta! . . . Si, ah´ı en ese punto ser´ıa para las dos.
La alumna dibuja la tangente como sigue:
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Figura 4.34: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Pregunta 4
Profesor: Bueno, y en la siguiente curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente?
Alumna: Ser´ıa esta misma.
Profesor: ¿La continuacio´n de e´sa?
Alumna: S´ı.
Profesor: ¿Puedes trazarla?
Y la alumna traza la tangente que se muestra a continuacio´n:
Figura 4.35: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿Y esa es la u´nica tangente por ese punto?
Alumna: So´lo esa.
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Pregunta 5
Profesor: Dime como defines una tangente a una curva en un punto dado.
Alumna: Es la recta que corta una curva en un punto dado una so´la vez.
Entrevista 8
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas cualesquiera.
Sen˜ala un punto en cada una de las curvas que trazaste.
Traza la tangente que tu consideres que pasa por cada uno de esos puntos.
Los trazos del alumno son los siguientes:
Figura 4.36: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 8
Profesor: Elige de las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
Alumno: E´sta.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.36.
Profesor:¿ Por que´ crees que esa es la tangente que pasa por ese punto?
Alumno: Porque la definicio´n de la tangente es una recta que toca a una curva en un
punto determinado, solamente en un punto.
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Pregunta 2
Profesor: Ahora dime en esta curva ¿cua´l es la tangente que pasa por el punto P
dado?
Alumno: Eh . . . aqu´ı no hay recta tangente.
Profesor: ¿Por ah´ı no pasa tangente?
Alumno: No pasa por ah´ı, porque esto es un punto donde cambia la concavidad de la,
de la curva, entonces a pesar de que es continua, no tiene tangente.
Pregunta 3
Profesor: Y en esta curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente por el punto P?
Alumno: Tampoco hay recta tangente, porque esto es un pico, y en los picos no hay
recta tangente.
Profesor: ¿Entonces no pasa ninguna?
Alumno: No, ninguna, pues por definicio´n es una sola . . . entonces so´lo podr´ıa pasar
una, pero, como es un pico, a pesar de que es continua no hay.
Pregunta 4
Profesor: Por el punto P, de la siguiente curva, ¿cua´l es la tangente a dicha curva?
Alumno: Es la continuacio´n de esa recta . . .
Y el alumno traza la tangente como se muestra a continuacio´n:
Figura 4.37: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
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Pregunta 5
Profesor: Dime ahora, ¿cual es la definicio´n de tangente a una curva en un punto
dado?
Alumno: Es la recta que toca a una curva en un so´lo punto de la curva.
Entrevista 9
Alumno del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas cualesquiera.
Sen˜ala un punto en cada una de las curvas que trazaste.
Traza la tangenteque tu consideres que pasa por cada uno de esos puntos.
El alumno traza las cuatro curvas que se muestran a continuacio´n, entre la cuales se
encuentra una recta y a la cual no le traza la tangente.
Figura 4.38: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 9
Con respecto a la recta trazada por el alumno, el profesor continu´a preguntando como
sigue:
Profesor: ¿Y aca´?
Alumno: Y aca´, esta no tendr´ıa tangente . . . ¡Ser´ıa esta la tangente!
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Y el alumno sen˜ala la misma recta.
Profesor: ¿La misma recta ser´ıa la tangente?
Alumno: S´ı, por que si yo la trazo aqu´ı la estar´ıa cortando.
El alumno hace como si trazara una recta atravesa´ndola.
Alumno: Entonces ah´ı no tendr´ıa tangente, ser´ıa ella misma, creo yo pues.
Profesor: Escoge una cualquiera de esas curvas que trazaste, la que ma´s te guste.
Alumno: E´sta.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.38 (p.116).
Profesor: ¿Por que´ crees que esa que trazaste por ese punto es la tangente a la curva?
Alumno: A simple vista es porque la toca u´nicamente en este punto y para que una recta
sea tangente es que toque en un punto a la gra´fica, en un punto solamente.
Profesor: ¿En un so´lo punto?
Alumno: Aja´, porque si la tocara en dos, ya la estar´ıa cortando, pues para mi esta ser´ıa
la tangente a ese punto.
Pregunta 2
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa la tangente que pasa por el punto P, dado en la siguiente curva?
Alumno: La tangente ser´ıa . . . Si la trazo as´ı, la cortar´ıa. Para mi ser´ıa . . . esta, que
viene as´ı, el eje . . .
El alumno traza la recta que se muestra en la Figura 4.39 (p.118)
El profesor despue´s de ver la tangente trazada por el alumno, continu´a preguntando:
Profesor: ¿Ser´ıa so´lo esa?
Alumno: No, porque ya esta aqu´ı no ser´ıa recta tangente, ya la estar´ıa era cortando.
Y el alumno hace como si trazara una recta horizontal por el punto P.
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Figura 4.39: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Entonces e´sa ser´ıa la u´nica?
Alumno: Esta ser´ıa la u´nica y ya las otras si cortar´ıan.
Pregunta 3
Profesor: En esta curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente que pasa por el punto P?
Alumno: Esta u´nicamente . . .Tendr´ıa e´sta y e´sta, pero las dos no son tangentes, eso si lo
se´ yo . . . pero no recuerdo cual es la tangente. Aqu´ı u´nicamente podr´ıa ser dos tangentes,
e´sta o esta vertical. Pero las dos no son tangentes, u´nicamente una es tangente.
El alumno traza una recta horizontal, como puede verse a continuacio´n:
Figura 4.40: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
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Profesor: ¿Y entonces esta es la que crees que sea?
Alumno: Esa es la que yo creo que sea.
Pregunta 4
Profesor: Y aqu´ı, ¿Cua´l ser´ıa la tangente en ese punto?
Alumno: Aqu´ı podr´ıa venir . . . esta misma ser´ıa tangente porque seguir´ıa hacia alla´.
El alumno traza la tangente que se muestra a continuacio´n:
Figura 4.41: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Alumno: La continuacio´n de esta ser´ıa de pronto la tangente, ya si la empiezo yo a
correr, ya me estar´ıa es cortando la gra´fica en dos puntos.
Profesor: ¿Esa ser´ıa la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Alumno: S´ı, para mi ya las otras estar´ıan es cortando la gra´fica.
Pregunta 5
Profesor: Dime, con tus propias palabras, cual es para ti la definicio´n de tangente a
una curva en un punto dado.
Alumno: Es una recta que toca a la curva en un so´lo punto. O sea, no toca la, la gra´fica
en dos puntos, sino en uno so´lo.
Entrevista 10
Alumna del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Femenino.
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Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas cualesquiera.
Marca un punto sobre cada una de las curvas que acabas de trazar.
Traza la tangente por cada uno de esos puntos.
La alumna dibuja las siguientes curvas:
Figura 4.42: Curvas trazadas por la alumna de la entrevista 10
Profesor: Elige entre esas curvas que trazaste la que tu´ prefieras.
La alumna escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.42.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente en ese punto?
Alumna: Porque es una recta que pasa por este puntito, pero no pasa por los adyacentes.
Es tangente si estuviera solita.
Profesor: ¿Esa es la u´nica tangente a esa curva por dicho punto?
Alumna: Si, solamente es esa recta.
Pregunta 2
Profesor: Y en esta curva, ¿cua´l es la tangente por el punto P?
La alumna traza la recta que se muestra en la Figura 4.43 (p. 121) y, luego dice:
Alumna: Entonces no existe, porque e´sta es la pendiente ah´ı. Y ah´ı no hay pendiente.
Profesor: ¿Entonces porque trazaste esa?
Alumna: Simple engan˜o.
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Figura 4.43: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Pregunta 3
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa la tangente por el punto P de la siguiente curva?
Alumna: No se´, es que esto no es una curva, esto son dos curvas.
Profesor: ¿O sea que por ese punto no pasa ninguna tangente a la curva?
Alumna: S´ı, habr´ıan dos rectas tangentes, una considerando esta curva y otra con-
siderando esta otra curva ¿no?
La alumna dibuja la siguiente recta, despue´s de haber prolongado las dos curvas:
Figura 4.44: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿Entonces esa ser´ıa la tangente para las dos curvas?
Alumna: En este caso es como la misma.
Profesor: ¿Ser´ıa la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Alumna: Si, ser´ıa la u´nica.
121
4.1 Primer estudio experimental
Pregunta 4
Profesor: En esta curva, ¿cua´l crees que ser´ıa la tangente en ese punto?
Alumna: Volvemos a tener el mismo problema, ¿cua´l es la inclinacio´n?
La inclinacio´n comienza desde . . . de pronto si habr´ıa.
La alumna traza la siguiente recta:
Figura 4.45: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿Entonces esa es la tangente en ese punto?
Alumna: S´ı.
Profesor: ¿Y no pasa sino esa?
Alumna: Ah´ı no se´ . . .
Profesor: ¿No ma´s e´sa?
Alumna: Yo dibujar´ıa e´sa pero no se´.
Profesor: ¿Tienes la duda?
Alumna: No, espe´rese . . . s´ı, solamente es una.
Profesor: ¿So´lo una?
Alumna: S´ı, solamente es una, que no pase por los trocitos de los laditos.
Pregunta 5
Profesor: Def´ıneme con tus propias palabras lo que es una tangente a una curva en
un punto dado.
Alumna: No se´, es una raya que pasa por un punto de la curva, pero que no pasa ninguno
de los puntitos adyacentes a ese punto.
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Entrevista 11
Alumna del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Femenino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas.
Sen˜ala un punto sobre cada una de las curvas.
Traza la que consideres que es la tangente que pasa por cada uno de esos puntos.
La alumna traza las siguientes curvas:
Figura 4.46: Curvas trazadas por la alumna de la entrevista 11
Profesor: Elige de las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
La alumna escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.46.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa que trazaste es la tangente a la curva en ese punto?
Alumna: Porque so´lo puede cortar ese punto. O sea es la u´nica recta que pasa por ese,
por ese so´lo punto y toca la gra´fica en so´lo . . . en ese mismo punto.
Pregunta 2
Profesor: ¿Cua´l sera´ la tangente a esta curva por el punto P?
Alumna: ¿La trazo?
Profesor: S´ı, tra´zala.
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La alumna traza la tangente como sigue:
Figura 4.47: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Alumna: Yo creo que ser´ıa as´ı . . . s´ı, tiene que ser as´ı . . . no, porque es que toca varios
puntos. As´ı no puede ser . . .Veamos, viene as´ı . . . tiene que ser as´ı.
Profesor: ¿E´sa es la que crees?
Alumna: S´ı, es la que yo creo.
Profesor: ¿Y es la u´nica tangente por ese punto?
Alumna: Va a haber una tangente tambie´n as´ı, no se´ . . . yo creo que s´ı, es la u´nica.
Pregunta 3
Profesor: Y en la siguiente curva, ¿cua´l crees que ser´ıa la tangente por el punto P?
Alumna: ¿Que´ toque las dos curvitas? ¿As´ı derecha?
Profesor: Tra´zala por favor.
Y la alumna traza la tangente de la siguiente manera:
Figura 4.48: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
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Profesor: ¿Esa ser´ıa la u´nica tangente?
Alumna: S´ı, esa ser´ıa.
Pregunta 4
Profesor: ¿Cua´l crees que es la tangente por el punto P de la siguiente curva?
Alumna: Ummm . . . ¿ser´ıa as´ı? No, no se´.
Profesor: ¿Que´ crees tu´?
Alumna: Yo creo que ser´ıa as´ı, pero que no es tangente porque yo creo que tocar´ıa varios
puntos.
La alumna se refiere, en la curva, a la prolongacio´n de la recta desde el punto P.
Profesor: Entonces, ¿cua´l crees que es?
Alumna: Esta . . . ¿no?
Y la alumna traza la tangente como sigue:
Figura 4.49: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿So´lo esa?
Alumna: Se podr´ıa dar as´ı me imagino, pero despue´s que toque la gra´fica empieza a dar
as´ı . . . s´ı, esa.
Pregunta 5
Profesor: Define con tus palabras lo que es una tangente a una curva en un punto
dado.
Alumna: Pues la tangente es la . . . la recta que toque solamente ese punto.
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Profesor: ¿Ese punto?
Alumna: O sea, que no corte la gra´fica sino en ese punto.
Entrevista 12
Alumna del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Masculino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas cualesquiera.
Marca un punto sobre cada una de ellas.
Traza la tangente a cada curva por cada uno de esos puntos.
El alumno traza lo siguiente:
Figura 4.50: Curvas trazadas por el alumno de la entrevista 12
Profesor: Escoge de las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
El alumno escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.50.
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Profesor: ¿Por que´ crees que e´sa es la tangente en ese punto?
Alumna: ¿Por que´? . . . porque . . . porque pasa pues . . . porque toca esa recta . . . pues por
lo que parece, nada ma´s toca un punto en la . . . en la gra´fica.
Pregunta 2
Profesor: ¿En la siguiente curva cua´l sera´ la tangente por el punto P?
El alumno traza la tangente marcada con una x, como se muestra a continuacio´n:
Figura 4.51: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿So´lo es esa? ¿No pasar´ıan ma´s?
Alumno: Pod´ıa pasar otra.
Profesor: Tra´zala.
El alumno traza otra recta, como se ve en la Figura 4.51.
Profesor: ¿Y podr´ıan pasar ma´s?
Alumno: En este intervalo, entre las dos, podr´ıan pasar infinitas.
Pregunta 3
Profesor: Y en la siguiente curva, ¿cua´l crees que ser´ıa la tangente por el punto P?
El alumno traza la tangente marcada con una x, como se muestra en la Figura 4.52 (p.
128).
Alumno: No, tambie´n puede haber una por aca´, como si fueran dos ejes.
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Figura 4.52: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
El alumno traza la recta vertical, que se ve en la Figura 4.52.
Profesor: ¿Dos ejes? ¿E´sas dos ser´ıan las rectas tangentes?
Alumno: Pues si uno . . . si uno conociera que esta curva no diera mucha vuelta, uno
pudiera trazar otra por aca´, parece que fuera a inclinarse ma´s . . . Para mi ser´ıan e´sas
dos.
Pregunta 4
Profesor: ¿Cua´l sera´ tangente a esta curva por el punto P?
El alumno traza la tangente marcada con una x, como se ve a continuacio´n:
Figura 4.53: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: ¿So´lo e´sa?
Alumno: No, tambie´n e´sta, pues por ah´ı podr´ıan pasar . . .
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El alumno traza otra recta ma´s, como se ve en la Figura 4.53.
Profesor: ¿Podr´ıan pasar ma´s?
Alumno: Si, entre e´stos, como en el otro, entre ese intervalo, infinitas rectas tangentes.
Pregunta 5
Profesor: Dime cua´l es la definicio´n que tu´ conoces, o recuerdas, de tangente a una
curva en un punto dado.
Alumno: Eh . . . la tangente es la que en una curva nada ma´s toca un punto, pues el
punto que toca es . . . es u´nico. Si la toca en dos partes no ser´ıa tangente.
Entrevista 13
Alumna del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia.
Semestre que cursa: 2◦.
Sexo: Femenino.
Pregunta 1
Profesor: Traza cuatro curvas de tu preferencia.
Marca un punto en cada una de ellas.
Traza la que tu´ creas que es la tangente que pasa por cada punto.
Las curvas y las tangentes trazadas por la alumna se muestran el la Figura 4.54 (p.
130).
Profesor: ¿Y que pasa con la tangente a esta curva?
El profesor se refiere a la curva marcada con una x en la Figura 4.54 (p. 130).
Alumna: No tiene.
Profesor: ¿No tiene?
Alumna: No.
Profesor: ¿Por que´ dices que no tiene tangente?
Alumna: Porque al trazarla aqu´ı la cortar´ıa aca´ en esta otra, pues cortar´ıa aqu´ı la curva.
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Figura 4.54: Curvas trazadas por la alumna de la entrevista 13
La alumna, mientras justifica su respuesta, prolonga la tangente hasta atravesar la
curva, como se ve en la Figura 4.54.
Profesor: Elige de las curvas que trazaste la que ma´s te llame la atencio´n.
La alumna escoge la curva sen˜alada con un asterisco (*) en la Figura 4.54.
Profesor: ¿Esa?
Alumna: S´ı, esa.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente en ese punto?
Alumna: Porque corta la curva en un so´lo punto.
Pregunta 2
Profesor: ¿Cua´l crees que es la tangente que pasa por el punto P, sen˜alado en la
siguiente curva?
Alumna: No tiene.
Profesor: ¿No tiene?
Alumna: No.
Profesor: ¿Por que´ crees que no tiene?
Alumna: Porque al trazarla aqu´ı . . .
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La alumna traza las rectas que se muestran a continuacio´n:
Figura 4.55: Tangentes trazadas a la curva asociada a la pregunta 2
Profesor: ¿Si?
Alumna: Pues la estar´ıa . . . la estar´ıa tocando en varios puntos, as´ı . . . no la . . . no la
. . .
Profesor: ¿No la que?
Alumna: Pues . . . s´ı, estar´ıa corta´ndola.
Pregunta 3
Profesor: Y en esta curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente por el punto dado?
Alumna: Esa.
La alumna se refiere a la recta trazada en la siguiente figura:
Figura 4.56: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 3
Profesor: ¿Esa?
Alumna: Si.
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Profesor: ¿Y es la u´nica tangente por ese punto?
Alumna: Si.
Pregunta 4
Profesor: En esta curva, ¿cua´l ser´ıa la tangente por el punto P sen˜alado?
Alumna: No la cortar´ıa.
Profesor: ¿No la cortar´ıa do´nde?
Alumna: Aqu´ı, . . . aqu´ı no la cortar´ıa.
La alumna se refiere a que no la cortar´ıa en el punto P.
Profesor: Y entonces ¿Cua´l ser´ıa la tangente? ¿En do´nde?
Alumna: En este punto.
Profesor: Sen˜a´lalo.
Ella sen˜ala el siguiente punto en la curva:
Figura 4.57: Tangente trazada a la curva asociada a la pregunta 4
Profesor: Entonces este punto lo trasladar´ıas para aca´.
Alumna: Si.
Profesor: Pero yo te estoy preguntando por la tangente en este punto P.
Alumna: No.
Profesor: ¿No que?
Alumna: Ah´ı no hay.
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Pregunta 5
Profesor: Ahora, dime con tus propias palabras lo que es una tangente a una curva
en un punto dado.
Alumna: Es una recta que corta la curva en un so´lo punto.
4.1.3. Ana´lisis cualitativo de las entrevistas cl´ınicas. A contin-
uacio´n se presenta el ana´lisis cualitativo de las entrevistas cl´ınicas, con el cual se pre-
tende mostrar dos cosas:
1. Que en los alumnos se encuentra presente la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una
curva, como una recta que toca a la curva en un so´lo punto y prolongada no la corta.
2. Que la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea en los alumnos se convierte en un obsta´culo
que les impide hallar la tangente a cierto tipo de curvas (obsta´culo eucl´ıdeo).
Con respecto al primer punto, al analizar las curvas trazadas por los alumnos y sus
justificaciones sobre el por que´ de las rectas que trazaron como tangentes en puntos
de dichas curvas, puede verse como, a excepcio´n de dos alumnos (entrevista 2 y 3),
todos los dema´s presentan la concepcio´n eucl´ıdea. Obse´rvese, de nuevo, las opiniones
de algunos de los alumnos entrevistados. Por ejemplo, en la entrevista 9, el alumno dice
lo siguiente:
Profesor: Escoge una cualquiera de esas curvas que trazaste, la que ma´s te guste.
Alumno: E´sta.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa que trazaste por ese punto es la tangente a la curva?
Alumno: A simple vista es porque la toca u´nicamente en este punto y para que una recta
sea tangente es que toque en un punto a la gra´fica, en un punto solamente.
Profesor: ¿En un so´lo punto?
Alumno: Aja´, porque si la tocara en dos ya la estar´ıa cortando, pues para mi esta ser´ıa
la tangentea ese punto.
De la misma forma, el alumno de la entrevista 10 responde lo siguiente:
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente en ese punto?
Alumna: Porque es una recta que pasa por este puntito, pero no pasa por los adyacentes.
Es tangente si estuviera solita.
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Otros alumnos, adema´s, creen que una tangente so´lo debe tocar el punto de tangencia,
pero que no puede tocar o cortar a la curva en ningu´n otro lado. Este es el caso del
alumno de la entrevista 4, de la cual se trascribe a continuacio´n un fragmento.
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente?
Alumno: Porque es una recta que, pues que toca uno de los puntos de la curva, pero
ma´s no toca a dos, pues no cruza la . . . la toca en un so´lo punto, claro pues que es una
tangente y hay varias para cada punto.
Por su parte, el alumno de la entrevista 11 opina lo siguiente:
Profesor: ¿Por que´ crees que esa que trazaste es la tangente a la curva en ese punto?
Alumna: Porque so´lo puede cortar ese punto. O sea es la u´nica recta que pasa por ese,
por ese so´lo punto y toca la gra´fica en so´lo . . . en ese mismo punto.
El alumno de la entrevista 5 parece concebir la tangente trazada a la curva como
una recta paralela al eje de abscisas. Obse´rvese, a continuacio´n, un fragmento de la
entrevista:
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la tangente por ese punto?
Alumno: Pues, e´sa es como la que . . . tangente es como paralela, paralela a esa curva
en ese punto.
Profesor: ¿Paralela?
Alumno: O sea que nada ma´s toca la curva en ese punto.
Recue´rdese que Apolonio ([18], p. 336) en el siglo III a. C. definio´ la tangente a una
seccio´n co´nica como la recta trazada por el extremo de un dia´metro paralelamente a
las ordenadas a e´ste. Esta es una concepcio´n posterior a la definicio´n eucl´ıdea de recta
tangente, en donde Apolonio logra extender a las co´nicas la concepcio´n de tangente que
Euclides hab´ıa establecido para el c´ırculo.
Con respecto al segundo punto, puede verse como se evidencia claramente en la mayor´ıa
de los alumnos entrevistados el obsta´culo eucl´ıdeo.
La concepcio´n segu´n la cual la tangente es una recta que toca a la curva pero no la corta,
parece ser un obsta´culo para algunos alumnos cuando se trata de hallar la tangente en
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puntos de inflexio´n. Esto hace que en dichos puntos se llegue a pensar que la tangente
no existe, como se vera´ a continuacio´n en algunas entrevistas.
El alumno de la entrevista 1 opina lo siguiente, con respecto a la tangente trazada por
el punto de inflexio´n dado en la Figura 4.12 (p. 92):
Profesor: ¿Por que´ crees que esa es la recta tangente?
Alumno: Ummm . . . yo personalmente pienso que esta no tendr´ıa recta tangente, esta
curva no. Pues sinceramente aca´ estoy dudoso, pues . . . yo pienso que aca´ no se podr´ıa
trazar recta tangente.
Profesor: ¿No esta´s seguro de que´ pueda ser?.
Alumno: No estoy seguro, porque en cualquier parte que la pueda trazar, excepto aca´,
donde la trace´, eh . . . pues la tocar´ıa en ma´s de un punto. Ya ser´ıa pues secante, exacto
si.
Profesor: Entonces trazaste esa, pero no esta´s seguro que sea la tangente.
Alumno: No, no estoy seguro, no estoy seguro.
Algo parecido opina el alumno de la entrevista 6, con respecto a la misma figura:
Profesor: Traza la tangente a la curva siguiente por el punto dado.
Alumno: ¿La tangente que pasa por ese punto P?
Profesor: S´ı, ¿Cua´l crees que es la tangente que pasa por dicho punto?
Alumno: A ver yo miro, esta curva en este punto P . . . ¿si es curva? Creo que es como
una recta, no creo que se pueda, que tenga tangente.
Profesor: Entonces, ¿por ese punto no pasa ninguna tangente a la curva?
Alumno: Si es curva si, pero aqu´ı pareciera que fuera una rectica . . . En definitiva, creo
que en ese punto no es tangente.
El alumno de la entrevista 8, por su parte opina lo siguiente:
Profesor: Ahora dime en esta curva ¿cua´l es la tangente que pasa por el punto P
dado?
Alumno: Eh . . . aqu´ı no hay recta tangente.
Profesor: ¿Por ah´ı no pasa tangente?
Alumno: No pasa por ah´ı, porque esto es un punto donde cambia la concavidad de la,
de la curva, entonces a pesar de que es continua, no tiene tangente.
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Sierpinska ([12], p. 24), como se dijo antes, muestra tambie´n la existencia de este ob-
sta´culo en Descartes, quien rehusaba hablar de tangentes en puntos de inflexio´n.
Otros alumnos, por su parte, tratan de forzar las curvas de tal modo que tome la
imagen formada por la tangente al c´ırculo. Algunos alumnos, por ejemplo, fuerzan la
curva correspondiente a la pregunta 3, de la siguiente manera:
Figura 4.58: Forzamniento de la curva asociada a la pregunta 3
Este es el caso de los alumnos de las entrevistas 4 y 10. Recue´rdese lo que piensa el
alumno de la entrevista 4 al respecto:
Profesor: ¿por que´ crees que e´sa es la recta tangente?
Alumno: Por que´ . . . lo que dec´ıa ahorita, que toca a un punto, a un punto cualquiera
de la curva.
Profesor: ¿Por que´ no toca sino un punto?
Alumno: Toca a un punto, tengo la impresio´n de que se sacaba tambie´n algo, con algo
que es perpendicular pero no, no me atrevo a decir lo que es.
Profesor: ¿Entonces, no esta´s seguro que esa sea?
Alumno: No, si estoy seguro que es, pero es por la definicio´n pues, vana que tengo que
es as´ı . . .
Profesor: ¿Cua´l es la definicio´n vana que tienes?
Alumno: Que pasa por un punto de la gra´fica, es una recta por un punto de la curva,
pasa y que toca un so´lo punto de la curva, esa es la recta . . .Ah y que es perpendicular
al . . . y que hay otra recta que es perpendicular al radio de la curva.
Profesor: ¿Cua´l es el radio de la curva ah´ı?
Alumno: Pero es que esta curva es . . . pues no se´ . . . porque, por ejemplo, en una cir-
cunferencia yo trazo la . . . ¿la puedo trazar?
Profesor: S´ı, tra´zala.
Alumno: Si trazo la circunferencia, por ejemplo, aca´ ser´ıa la . . . la tangente.
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Por su parte, el alumno de la entrevista 10 piensa lo siguiente:
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa la tangente por el punto P de la siguiente curva?
Alumna: No se´, es que esto no es una curva, esto son dos curvas.
Profesor: ¿O sea que por ese punto no pasa ninguna tangente a la curva?
Alumna: S´ı, habr´ıan dos rectas tangentes, una considerar´ıa esta curva y otra consideran-
do esta otra curva ¿no?
Otros alumnos fuerzan la misma curva como sigue:
Figura 4.59: Forzamiento de la curva asociada a la pregunta 3
Esto puede verse, por ejemplo, en el alumno de la entrevista 5:
Profesor: ¿Cua´l crees que sea la recta tangente, en el punto dado, en la siguiente
gra´fica?
Alumno: Por aca´ y . . . y otra por aca´.
Profesor: ¿Esas ser´ıan las rectas tangentes?
Alumno: Si, esas dos.
Con respecto a la curva mostrada en la pregunta 4, algunos la fuerzan en la forma que
se muestra en la Figura 4.60 (p. 138).
Este es el caso de los alumnos de las entrevistas 4, 5 y 10. Vease a continuacio´n lo que
piensa el alumno de la entrevista 4:
Profesor: En esta curva, ¿Cua´l ser´ıa la tangente por el punto P?
Alumno: ¿La trazo?
Profesor: S´ı, tra´zala.
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Figura 4.60: Forzamiento de la curva asociada a la pregunta 4
Alumno: Ser´ıa esta, pero es que aqu´ı no hay forma . . . Pero sabes que no, porque si
vamos que toca en un so´lo punto, esta recta estar´ıa tocando infinitos puntos de aca´
para alla´ ¿cierto?
Profesor: ¿Cua´l ser´ıa entonces?
Alumno: S´ı, como ma´s inclinada.
Profesor: ¿ser´ıa esta la u´nica tangente que pasa por dicho punto?
Alumno: No, aca´ si pues, podr´ıan ser varias.
Profesor: ¿Ah´ı se podr´ıan trazar varias tangentes?
Alumno: Si.
Profesor: Traza dos ma´s.
Alumno: Me retracto, porque, porque es que tocar´ıa ma´s puntos, y la definicio´n pues
que tengo es que toca un so´lo punto de la curva.
Profesor: Entonces ¿cua´ntas tangentes pasan por dicho punto?
Alumno: Una so´la.
Profesor: ¿Y es esta que trazaste aqu´ı?
Alumno: S´ı, es esta.
Por su parte, el alumno de la entrevista 5 piensa lo siguiente:
Profesor: En la curva siguiente, ¿cua´l sera´ la tangente por el punto dado?
Alumno: Ser´ıa una por aca´.
Profesor: ¿Es la u´nica tangente por ese punto?
Alumno: S´ı, es la u´nica.
El alumno de la entrevista 10 piensa lo siguiente:
Profesor: En esta curva, ¿cua´l crees que ser´ıa la tangente en ese punto?
Alumna: Volvemos a tener el mismo problema, ¿cua´l es la inclinacio´n?
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La inclinacio´n comienza desde . . . de pronto si habr´ıa.
Profesor: ¿Entonces esa es la tangente en ese punto?
Alumna: S´ı.
Profesor: ¿Y no pasa sino esa?
Alumna: Ah´ı no se´ . . .
Profesor: ¿No ma´s e´sa?
Alumna: Yo dibujar´ıa e´sa pero no se´.
Profesor: ¿Tienes la duda?
Alumna: No, espe´rese . . . s´ı, solamente es una.
Profesor: ¿So´lo una?
Alumna: S´ı, solamente es una, que no pase por los trocitos de los laditos.
4.2. Segundo estudio experimental
Como se dijo antes, el guio´n de entrevista sirve como base para un cuestionario escrito,
con el cual se propone estudiar una muestra ma´s amplia de individuos. La validacio´n de
estos cuestionarios permite confirmar los hallazgos obtenidos mediante las entrevistas
cl´ınicas. A continuacio´n se muestran las caracter´ısticas del cuestionario escrito y luego
se describe el tratamiento estad´ıstico al cual fueron sometidos los datos obtenidos en
los cuestionarios.
4.2.1. Descripcio´n y estructura del cuestionario escrito El cues-
tionario escrito lo conforman un total de 10 preguntas. Con las cuatro primeras pregun-
tas, se quiere, mediante el ana´lisis del concepto imagen, comprobar que en los alumnos
esta´ presente la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a un curva plana, como una recta que
toca la curva en un so´lo punto y prolongada no la corta. Con las preguntas 5 a 8, el
propo´sito es evidenciar en los alumnos el obsta´culo eucl´ıdeo. Con la pregunta 9, lo que
se pretende es enfrentar al estudiante con el obsta´culo eucl´ıdeo, es decir, que si dicho
obsta´culo esta´ presente en el estudiante, lo ratifique mediante la confirmacio´n de la con-
cepcio´n eucl´ıdea, como una recta que toca la curva en un so´lo punto sin cortarla. Con la
pregunta 10, se pretende analizar cual es la integracio´n que existe entre el concepto im-
agen y el concepto definicio´n de los alumnos con respecto a la nocio´n de tangente a una
curva y, de esta manera, confirmar que los alumnos presentan la concepcio´n eucl´ıdea de
tangente a una curva plana.
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A continuacio´n se transcribe el cuestionario escrito, el cual fue aplicado a 117 estudi-
antes de las carreras de Ingenier´ıas y de Licenciatura en Matema´ticas y F´ısica de la
Universidad de Antioquia.
Pregunta No 1
1.1. Trace una curva cualquiera.
1.2. Marque un punto sobre la curva.
1.3. Trace por el punto marcado la tangente a la curva.
1.4. ¿Por que´ cree que esa es la tangente a la curva en dicho punto?
Pregunta No 2
2.1. Trace una curva distinta a la trazada en la Pregunta 1.
2.2. Marque un punto sobre la curva.
2.3. Trace por el punto marcado la tangente a la curva.
2.4. ¿Por que´ cree que esa es la tangente a la curva en dicho punto?
Pregunta No 3
3.1. Trace otra curva cualquiera, distinta a la de las preguntas 1 y 2.
3.2. Marque un punto sobre la curva.
3.3. Trace por el punto marcado la tangente a la curva.
3.4. ¿Por que´ cree que esa es la tangente a la curva en dicho punto?
Pregunta No 4
4.1. Trace una curva cualquiera, distinta de las tres anteriores.
4.2. Marque un punto sobre la curva.
4.3. Trace por el punto marcado la tangente a la curva.
4.4. ¿Por que´ cree que esa es la tangente a la curva en dicho punto?
Pregunta No 5
A continuacio´n se muestra una curva y sobre ella se sen˜ala un punto.
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Figura 4.61: Curva asociada a la pregunta 5
5.1. ¿Sera´ posible trazar por el punto sen˜alado la tangente a la curva? Si cree que es
posible, tra´cela y diga por que´ cree que esa es la tangente. Si no es posible, justifique
su respuesta.
Pregunta No 6
A continuacio´n se muestra una curva y sobre ella se sen˜ala un punto.
Figura 4.62: Curva asociada a la pregunta 6
6.1. ¿Sera´ posible trazar por el punto sen˜alado la tangente a la curva? Si cree que es
posible, tra´cela y diga por que´ cree que esa es la tangente. Si no es posible, justifique
su respuesta.
Pregunta No 7
A continuacio´n se muestra una curva y sobre ella se sen˜ala un punto (Figura 4.63).
7.1. ¿Sera´ posible trazar por el punto sen˜alado la tangente a la curva? Si cree que es
posible, tra´cela y diga por que´ cree que esa es la tangente. Si no es posible, justifique
su respuesta.
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Figura 4.63: Curva asociada a la pregunta 7
Pregunta No 8
8.1. Trace una recta.
8.2. Sen˜ale un punto sobre la recta.
8.3. ¿Sera´ posible trazar por el punto sen˜alado la tangente a dicha recta? Si cree que
es posible, tra´cela y diga por que´ cree que esa es la tangente. Si no es posible, justifique
su respuesta.
Pregunta No 9
A continuacio´n se muestra una circunferencia y sobre ella se sen˜ala un punto.
Figura 4.64: Curva asociada a la pregunta 9
9.1. Trace por el punto sen˜alado la tangente a la circunferencia y diga por que´ cree que
esa es la tangente en dicho punto.
Pregunta No 10
10.1. ¿Cua´l es la definicio´n de tangente a una curva que usted recuerda de este curso
o de cursos anteriores? S´ı no la recuerda, trate de definirla.
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4.2.2. Ana´lisis del cuestionario escrito La informacio´n obtenida de los
cuestionarios realizados a los 117 alumnos fue procesada con el paquete estad´ıstico
SPSS 12.5. Estos datos, que constituyen la materia prima de este trabajo, necesitan ser
procesados para su interpretacio´n y posterior ana´lisis, y someter sus conclusiones a la
exactitud matema´tica.
Ana´lisis de las preguntas 1 a 4
Al analizar las respuestas dadas por los alumnos a las preguntas 1 a 4, puede observarse
que la mayor´ıa de los alumnos encuestados presentan la concepcio´n eucl´ıdea de tangente
a una curva plana en un punto dado. Esto se puede observar en la siguiente tabla de
frecuencias y en los gra´ficos de barras y tortas.
Figura 4.65: Tabla de frecuencias para las preguntas 1 a 4
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Figura 4.66: Diagrama de barras para la pregunta 1
Figura 4.67: Diagrama de torta para la pregunta 1
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Figura 4.68: Diagrama de barras para la pregunta 2
Figura 4.69: Diagrama de torta para la pregunta 2
145
4.2 Segundo estudio experimental
Figura 4.70: Diagrama de barras para la pregunta 3
Figura 4.71: Diagrama de torta para la pregunta 3
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Figura 4.72: Diagrama de barras para la pregunta 4
Figura 4.73: Diagrama de torta para la pregunta 4
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Ana´lisis de las preguntas 5 a 8
Con respecto a las respuestas que dan los alumnos a las preguntas 5 a 8, se observa
claramente en la mayor´ıa de los alumnos la evidencia del obsta´culo eucl´ıdeo, como
puede corroborarse a continuacio´n en la tabla de frecuencias y en los gra´ficos de barras
y tortas.
Figura 4.74: Tabla de frecuencias para las preguntas 5 a 8
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Figura 4.75: Diagrama de barras para la pregunta 5
Figura 4.76: Diagrama de torta para la pregunta 5
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Figura 4.77: Diagrama de barras para la pregunta 6
Figura 4.78: Diagrama de torta para la pregunta 6
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Figura 4.79: Diagrama de barras para la pregunta 7
Figura 4.80: Diagrama de torta para la pregunta 7
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Figura 4.81: Diagrama de barras para la pregunta 8
Figura 4.82: Diagrama de torta para la pregunta 8
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Ana´lisis de la pregunta 9
La respuesta dada por los alumnos a esta pregunta muestra que, al enfrentarlos con el
obsta´culo, ellos mantienen presente la concepcio´n eucl´ıdea de tangente, lo cual ratifica la
presencia de dicho obsta´culo. Esto puede verse, a continuacio´n, en la tabla de frecuencias
y en los gra´ficos de barras y tortas.
Figura 4.83: Tabla de frecuencias para la pregunta 9
Figura 4.84: Diagrama de barras para la pregunta 9
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Figura 4.85: Diagrama de torta para la pregunta 9
5.2.2.4. Ana´lisis de la pregunta 10
La respuesta dada por los alumnos a la pregunta 10, confirma la presencia en estos de
la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva plana en un punto dado. Esto puede
confirmarse en la tabla de frecuencias y en los gra´ficos de barras y tortas.
Figura 4.86: Tabla de frecuencias para la pregunta 10
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Figura 4.87: Diagrama de barras para la pregunta 10
Figura 4.88: Diagrama de torta para la pregunta 10
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4.2.3. Conclusiones del segundo estudio experimental De acuer-
do a las observaciones sobre los resultados arrojados por el paquete estad´ıstico SPSS
12.5, en relacio´n al cuestionario aplicado a los alumnos de los programas de Ingenier´ıas
y Licenciatura en Matema´ticas y F´ısica de la Universidad de Antioquia, se puede llegar
a las siguientes conclusiones:
1. De acuerdo al ana´lisis hecho a las preguntas 1,2, 3, 4 y 9, y a la definicio´n de tangente
dada por los alumnos, en la pregunta 10, se confirma plenamente la presencia, en la
mayor´ıa de los alumnos, de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva plana en
un punto dado. De esta forma, se valida la hipo´tesis segu´n la cual cuando se interroga
a los alumnos sobre la definicio´n de tangente a una curva plana en un punto dado,
la mayor´ıa responde de acuerdo a la definicio´n eucl´ıdea.
2. El ana´lisis hecho a las preguntas 5 a 8, lleva a concluir que la gran mayor´ıa de los
alumnos evidencian claramente la existencia del obsta´culo eucl´ıdeo de tangente a
una curva plana en un punto dado.
Nota
Durante el proceso de esta investigacio´n, se utilizo´ el cuestionario que Vinner ([16],
p. 76) aplica a 278 estudiantes de ciencia, de primer an˜o de universidad, matriculados
en un curso de Ca´lculo, de los cuales la mayor´ıa no son estudiantes de matema´ticas.
Este cuestionario, muy utilizado en los estudios sobre la tangente, tiene como propo´sito
analizar el concepto imagen y el concepto definicio´n de los alumnos con respecto a dicha
nocio´n. De esta forma, se llevaron a cabo una serie de cuestionarios a 198 estudiantes:
90 son estudiantes de un curso de Introduccio´n al Ca´lculo, del programa de Educacio´n
Flexible, de la Universidad de Antioquia, y 108 estudiantes de un curso de Matema´ticas
Integradas del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano. El primero de e´stos cuestionarios
tiene una ligera modificacio´n con respecto al de Vinner y fue aplicado a los primeros 90
estudiantes. El segundo cuestionario, es el mismo realizado por Vinner y fue aplicado
a los 108 estudiantes restantes. Las experiencias recogidas en la aplicacio´n de estos
cuestionarios sirvieron de base para la posterior realizacio´n del esqueleto del guio´n
entrevista realizado a los 13 alumnos del programa de Ingenier´ıa de Sistemas de la
Universidad de Antioquia. Los resultados y las conclusiones de estos cuestionarios se
muestran en los ape´ndices I y II.
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5.1. Introduccio´n
El concepto de tangente normalmente es introducido a los alumnos en los cursos de
geometr´ıa desde el contexto del c´ırculo, a partir de la definicio´n III-2 del libro de los
Elementos de Euclides:
“Definicio´n III-2: Se dice que una recta es tangente al c´ırculo cuando lo toca
y prolongada no lo corta.”([11], p. 750)
De acuerdo con esta definicio´n, la tangente al c´ırculo puede tener una representacio´n
visual como la siguiente:
Figura 5.1: Representacio´n visual de la tangente al c´ırculo
Segu´n Vinner([16], p. 75) , este cuadro puede llevar al alumno a construir una imagen
mental para el concepto de tangente en otros casos como:
Figura 5.2: Imagen mental para el concepto de tangente
5.1 Introduccio´n
En sus cursos de Ca´lculo, aunque el alumno adquiere la definicio´n formal de tangente
como el l´ımite de una secante variable, su concepto imagen parece mantener vivos au´n
cuadros como los de las figuras 5.1 y 5.2. Esto hace que el alumno adquiera ciertas
concepciones, las cuales lo llevan a pensar en la tangente a una curva como:
1. Una recta que no puede cortar a la curva.
2. Una recta que so´lo puede tocar a la curva en el punto de tangencia y no en algu´n
otro punto de la curva.
Este tipo de concepciones presentes en los alumnos y que se vienen presentando desde
los or´ıgenes del concepto, hacen de la definicio´n eucl´ıdea de tangente un obsta´culo que
dificulta hallar las tangentes a ciertas curvas por algunos puntos de e´stas. Recue´rdese
como Descartes, a pesar de haber desarrollado un me´todo general para la construccio´n
de tangentes, no se alejo´ del contexto del c´ırculo. Esto,segu´n Sierpinska([12], p. 24) se
convirtio´ para e´l en un obsta´culo que le impidio´ hallar la tangente a algunas curvas por
ciertos puntos, como por ejemplo, por puntos de inflexio´n.
De esta forma, la historia se convierte en un gran aliado a la hora de evidenciar en los
alumnos el obsta´culo eucl´ıdeo. Hablando como Sierpinska:
“ . . . podemos esperar que el conocimiento de las condiciones histo´ricas en
las cuales un obsta´culo ha sido reconocido y luego superado nos ayudara´ a
comprender las fuentes y la naturaleza de un obsta´culo ana´logo descubierto
en los alumnos. Por otra parte, es posible que el descubrimiento y el ana´lisis
de los obsta´culos o de las dificultades encontradas en un alumno de hoy en
d´ıa permita esclarecer los puntos de vista adoptados por los matema´ticos
del pasado.”([12], 5-67)
Por lo tanto, con este trabajo de investigacio´n se pretende, adema´s de analizar la presen-
cia en los alumnos de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente, poner en evidencia el obsta´culo
eucl´ıdeo, mediante el uso de dos herramientas ba´sicas: La historia, a partir de un estudio
del desarrollo de los me´todos para hallar tangentes, en particular los desarrollados por
Descartes y Fermat; y el estudio experimental, mediante la construccio´n de un guio´n
de entrevista cl´ınica y la posterior aplicacio´n de un cuestionario, con el cual se logra
validar la hipo´tesis de este trabajo de investigacio´n.
Es as´ı, como en el cap´ıtulo 2 se planteron los siguientes objetivos generales:
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1. Detectar en los alumnos la presencia de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente.
2. Poner en evidencia en los alumnos el obsta´culo eucl´ıdeo, el cual les impide el progreso
en el entendimiento del concepto de tangente a una curva plana en un punto dado.
y los siguientes objetivos espec´ıficos:
1. Hacer un estudio del origen y desarrollo histo´rico del concepto de tangente a una
curva, con e´nfasis en los trabajos de Descartes y Fermat.
2. Disen˜ar y aplicar un guio´n de entrevista cl´ınica, para la deteccio´n en los alumnos de
la concepcio´n eucl´ıdea de tangente y el obsta´culo eucl´ıdeo.
3. Disen˜ar y aplicar un cuestionario escrito a una poblacio´n amplia de alumnos con
el fin de comprobar, mediante un estudio estad´ıstico, los resultados obtenidos en la
aplicacio´n del guio´n de entrevista.
5.2. El logro de los objetivos
De acuerdo a los objetivos planteados, se puede concluir lo siguiente:
1. Se ha logrado hacer un estudio del origen y desarrollo histo´rico del concepto de
tangente a una curva plana en un punto dado, con e´nfasis en los trabajos de Descartes
y Fermat (Objetivo espec´ıfico 1).
2. Se consigue disen˜ar y aplicar un guio´n de entrevista cl´ınica, con el cual se pudo
detectar la presencia en los alumnos de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una
curva y del obsta´culo eucl´ıdeo (Objetivo espec´ıfico 2).
3. Se logra disen˜ar y aplicar un cuestionario escrito a una poblacio´n amplia de alumnos
con el que se comprueban, mediante un estudio estad´ıstico, los resultados obtenidos
en la aplicacio´n del guio´n de entrevista (Objetivo espec´ıfico 3).
Con el logro del Objetivo espec´ıfico 1, se consigue mostrar la manera como Descartes y
Fermat desarrollan sus me´todos para las tangentes y los obsta´culos que se les presen-
taron durante el periodo de tal desarrollo. Se muestra, por ejemplo, como Descartes con
su me´todo se mantiene fiel a la concepcio´n cla´sica de tangente a una curva (concepcio´n
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eucl´ıdea) y como esta concepcio´n se convierte en un obsta´culo que le impide hallar la
tangente por algunos puntos de ciertas curvas, por ejemplo por puntos de inflexio´n.
Este mismo obsta´culo, como se comprobo´ en el estudio experimental, pudo ser tambie´n
evidenciado en los alumnos de hoy. Fermat, sin embargo, aunque desarrolla su me´todo
paralelamente al de Descartes, se aleja de la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una
curva. Su me´todo, basado en el me´todo de ma´ximos y mı´nimos, aunque recibio´ muchas
cr´ıticas de grandes matema´ticos de su e´poca, por el uso de la “adigualdad”, se acerca
mucho a la concepcio´n de tangente a una curva, como el l´ımite de una secante variable.
En el transcurso de la etapa experimental, previo al disen˜o de la entrevista cl´ınica, se
consigue aplicar dos cuestionarios, denominados Cuestionario I y Cuestionario II (ver
los ape´ndices I y II). El cuestionario I, se aplico´ a 90 alumnos del programa de Edu-
cacio´n Flexible de la Universidad de Antioquia. Dicho programa lo conforman alumnos
que aspiran a los programas de pregrado en dicha universidad, lo cual implica que en
su mayor´ıa se encuentran au´n en la transicio´n bachillerato-universidad. El cuestionario
II, por su parte, se realizo´ a 108 estudiantes de primer semestre del Instituto Tecnolo´gi-
co Metropolitano (ITM) de Medell´ın, que se encontran matriculados en el curso de
Matema´ticas Integradas. Los ana´lisis mostraron que cuando se interrogo´ a los alum-
nos sobre la definicio´n de tangente a una curva, un gran porcentaje de e´stos no ten´ıa
conocimiento de dicho concepto, lo cual pudo verse en el 37.7% de los alumnos que con-
testaron el cuestionario I (ve´ase la ape´ndice I) y en el 73.14% de los que respondieron
el cuestionario II (ve´ase ape´ndice II). Esto lleva pensar que los alumnos carecen de una
buena formacio´n en geometr´ıa durante el bachillerato, lo cual se convierte en un prob-
lema a la hora de estudiar ciertos conceptos claves de las matema´ticas, en particular el
concepto de tangente a una curva, ba´sico para la comprensio´n del concepto de l´ımite.
No obstante, analizando en los cuestionarios I y II, las respuestas de aquellos alumnos
que tienen una idea del concepto de tangente a una curva (62.3% del total de alumnos
que contestaron el cuestionario I y 26.85% de los que contestaron el cuestionario II),
puede apreciarse como la mayor´ıa presenta la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una
curva, como se observa en el 56.7% del total de alumnos que respondieron el cues-
tionario I (ve´ase ape´ndice I) y en el 26.85% del total que contestaron el cuestionario II
(ve´ase ape´ndice II). Similarmente, cuando se analizaron las manifestaciones del concep-
to imagen, se observa como del porcentaje de alumnos que tienen idea del concepto de
tangente a una curva en el cuestionario II, la mayor´ıa presenta la concepcio´n eucl´ıdea.
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Debido a este gran porcentaje de alumnos de los cuestionarios I y II que no tiene un
conocimiento claro del concepto de tangente a una curva, se toma la decisio´n de recurrir
a una poblacio´n de alumnos que ya haya, al menos, visto un curso de geometr´ıa y un
curso introductorio de Ca´lculo. Es as´ı, como se consigue realizar la entrevista cl´ınica y
el cuestionario final a una muestra de alumnos de segundo semestre de Ingenier´ıa de
Sistemas y de Licenciatura en Educacio´n Matema´ticas y F´ısica, con los cuales, como
ha podido verse, se logran mejores resultados.
Con el logro del Objetivo espec´ıfico 2 se consigue, al analizar las manifestaciones del
concepto imagen y el concepto definicio´n, comprobar la presencia en los alumnos de la
concepcio´n eucl´ıdea y, adema´s, co´mo esta concepcio´n se convierte en un obsta´culo que
les impide hallar las tangentes por puntos estrate´gicos de curvas como las siguientes:
Figura 5.3: Curvas especiales
Tambie´n pudo evidenciarse, en algunos de los alumnos, obsta´culos que estuvieron pre-
sentes en el pasado, durante el desarrollo del concepto de tangente. Es el caso de algunos,
que al igual que Descartes, se negaron a aceptar el trazo de tangentes por puntos de
inflexio´n.
Con el logro de los objetivos espec´ıficos 2 y 3, se consigue alcanzar los objetivos prin-
cipales. Es as´ı, como se llega a las siguientes conclusiones:
1. Cuando se interroga a los alumnos sobre la definicio´n de tangente a una curva, en
su mayor´ıa responde de acuerdo a la concepcio´n eucl´ıdea de tangente,es decir, como
una recta que toca pero no corta a la curva.
2. La concepcio´n eucl´ıdea se convierte en un obsta´culo que impide a los alumnos hallar
las tangentes a ciertas curvas por puntos estrate´gicos de e´stas (obsta´culo eucl´ıdeo).
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5.3. Futuras l´ıneas de investigacio´n
Como ya se pudo probar en este trabajo de investigacio´n, el obsta´culo euclideo impide
que los alumnos tengan una clara comprensio´n del concepto de tangente, incidiendo
posteriormente de manera negativa en el progreso del entendimiento del concepto de
l´ımite. Es as´ı, como futuras lineas de investigacio´n pueden estar dirigidas al estudio
del origen y desarrollo de cualquier concepto matema´tico, poniendo en evidencia los
obsta´culos y las dificultadas que tuvieron los matema´ticos en la construccio´n de dichos
conceptos, y que au´n estan presentes en los alumnos de hoy.
Luego de poner en evidencia los obsta´culos y las dificultades que han impidido el pro-
greso del entendimiento del concepto matema´tico objeto de estudio, se hace importante
que se estudien y analicen estrategias de ensen˜anza-aprendizaje adecuadas que ayuden
a los alumnos a superar dichos obsta´culos.
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Introduccio´n
En todo trabajo de investigacio´n lo primero que se debe hacer es planear y organizar
un cronograma tareas o actividades a realizar. En esta investigacio´n las tareas se desar-
rollaron en dos frentes. Un frente de trabajo estaba dirigido a la componente teo´rica,
y el otro frente se dedico a la componente o parte experimental. Durante el desarrollo
experimental uno de los objetivos espec´ıficos es el de disen˜ar un cuestionario que permi-
ta posteriormente al ser aplicado a una importante poblacio´n de estudiantes, validar la
hipo´tesis de investigacio´n. El disen˜o de este cuestionario fue posible con la informacio´n
obtenida de las actividades desarrolladas con los estudiantes en las entrevistas cl´ınicas.
La primera actividad llevada a cabo fue la aplicacio´n de un cuestionario a 98 estudiantes
de un curso de Introduccio´n al Ca´lculo en el programa de Educacio´n Flexible de la
Universidad de Antioquia, dicha actividad es la que en el Ape´ndice 1 hemos denominado
Cuestionario I. Dicho cuestionario fue disen˜ado con base en el que Vinner ([16], p. 76),
aplica a 278 alumnos de ciencias de primer an˜o de universidad matriculados en un
curso de ca´lculo, de los cuales la mayor´ıa no son estudiantes de matema´ticas. Este
cuestionario como se a dicho antes es muy utilizado en los estudios sobre la tangente, y
tiene como propo´sito analizar el concepto imagen y el concepto definicio´n de los alumnos
con respecto a dicha nocio´n. A diferencia del aplicado por Vinner ([16], p. 76), este tuvo
una ligera modificacio´n. Puede considerarse que debido a la modificacio´n que se hizo
al cuestionario original, los estudiantes tuvieron dificultades a la hora de contestar las
preguntas 2,3 y 4, ya que no se tuvo la precaucio´n de realizar el cuestionario discriminado
por figuras (con las respectivas 3 preguntas), es decir, en una hoja presentar la Figura
1 con su respectivo punto P sen˜alado, y a continuacio´n la lista de preguntas con las
indicaciones de co´mo contestarlas. Y as´ı sucesivamente en hojas por separado para la
Figura 2 y para la Figura 3. Esto, sin lugar a dudas, facilitar´ıa la respuesta por parte
de los alumnos a dichas preguntas y el trazo de la tangente pedida.
Por lo anterior, se decidio´ realizar un nuevo cuestionario, respetando la estructura del
original aplicado por Vinner ([16], p. 76), que someta de nuevo a prueba la hipo´tesis
planteada en la esta investigacio´n, y que permita aprovechar toda la informacio´n que
se derive del trazo de la tangente a cada una de las figuras, y as´ı mismo de la definicio´n
de tangente a una curva en un punto dado, que ellos poseen en esos momentos.
Dicha actividad es la que en el Ape´ndice 2 hemos denominado Cuestionario II. Esta
segunda actividad se llevo a cabo en el Instituto Tecnolo´gico Metropolitano de Medell´ın,
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y fue aplicado a 108 estudiantes matriculados en un curso de Matema´ticas Integradas.
De igual manera los resultados de este cuestionario fueron analizados para obtener as´ı
una serie de conclusiones.
La importancia de estas dos actividades radican en que fueron la base para poder lle-
var a cabo una entrevista prototipo, y con base a esta entrevista prototipo disen˜ar un
cuestionario de entrevista que posteriormente se aplico a 13 estudiantes del programa
de Ingenier´ıa de Sistemas de la Universidad de Antioquia. Con el ana´lisis de los re-
sultados obtenidos de dichas entrevistas logramos al final disen˜ar el cuestionario que a
nuestro juicio es el indicado para alcanzar los objetivos trazados en este proyecto de
investigacio´n.
Todo el desarrollo, resultados y conclusiones de los Cuestionarios I y II se muestra a
continuacio´n en los Ape´ndices 1 y 2.
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A. Ape´ndice 1
Cuestionario I
Introduccio´n
El siguiente es un estudio cualitativo de un cuestionario realizado a 90 estudiantes
del programa de Educacio´n Flexible de la Universidad de Antioquia. Dicho programa
esta´ conformado por estudiantes que aspiran a los programas de pregrado en dicha
universidad, lo cual implica que en su mayor´ıa este´n au´n en la transicio´n bachillerato-
universidad.
El propo´sito de este cuestionario es analizar las distintas manifestaciones presentadas
por los alumnos con respecto al concepto de tangente a una curva plana en un pun-
to dado. La hipo´tesis es la siguiente: A los alumnos cuando se les interroga sobre la
definicio´n de tangente a una curva plana en un punto dado, en su mayor´ıa piensan en
esta como una l´ınea que toca pero no corta a la curva. Es decir, los alumnos au´n tienen
la concepcio´n gene´rica de tangente, esto es, la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a un
c´ırculo :
“Definicio´n III-2: Se dice que una recta es tangente al c´ırculo cuando lo toca
y prolongada no lo corta.”([11], p.750)
El cuestionario aplicado a los alumnos es una modificacio´n al cuestionario realizado por
Vinner (1987) a un grupo de 278 estudiantes de primer an˜o de universidad en los cursos
de ca´lculo, disen˜ados para estudiantes de ciencias (en su mayor´ıa no son estudiantes de
matema´ticas). El cuestionario original, dado por Vinner es el siguiente([16], p. 76):
“Aqu´ı hay tres curvas. En cada una de ellas un punto P es denotado. Para ca-
da una de estas curvas hay tres relaciones. Encierre en un c´ırculo la relacio´n
que le parezca verdadera y siga la instruccio´n en el pare´ntesis.
1. A trave´s de P es posible trazar exactamente una tangente a la curva
(tra´cela).
A.1 Cuestionario sobre la tangente a una curva
2. A trave´s de P es posible trazar ma´s de una tangente (especifique cua´n-
tas, una, dos, tres, infinitamente muchas). Tra´celas todas en caso de
que su nu´mero sea finito y algunas de ella en caso de que su nu´mero
sea infinito.
3. Es imposible trazar a trave´s de P una tangente a la curva.
Figura A.1: Figuras asociadas a las preguntas 1, 2 y 3. Siendo la Figura 1 la que esta
ubicada a la izquierda, la Figura 2 en el centro, y la Figura 3 a la derecha
4. ¿Cua´l es la definicio´n de tangente que usted recuerda de este curso o
de cursos anteriores? Si usted no recuerda la definicio´n de tangente,
trate de definirla usted mismo.”
Este cuestionario fue modificado de tal manera que la pregunta 4 del cuestionario orig-
inal de Vinner quedara como primera pregunta y dejando las preguntas 1 a 3 a contin-
uacio´n. La forma como se le presento´ a los alumnos es la siguiente:
A.1. Cuestionario sobre la tangente a una curva
NOMBRE: EDAD:
TIPO DE INSTITUCIO´N EDUCATIVA DONDE CULMINO´ SE-
CUNDARIA:
Privada ( ) Oficial ( )
1. ¿Cua´l es la definicio´n de tangente que usted recuerda de este curso o
de cursos anteriores? Si usted no recuerda la definicio´n de tangente,
trate de definirla usted mismo.
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2. A trave´s de P es posible dibujar exactamente una tangente a la curva
(dibu´jela).
3. A trave´s de P es posible dibujar ma´s de una tangente (especifique
cua´ntas, una, dos, tres, infinitamente muchas). Dibu´jelas todas en caso
de que su nu´mero sea finito y algunas de ella en caso de que su nu´mero
sea infinito
4. Es imposible dibujar a trave´s de P una tangente a la curva.
Figura A.2: Figuras asociadas a las preguntas 1, 2 y 3. Siendo la Figura 1 la que esta
ubicada a la izquierda, la Figura 2 en el centro, y la Figura 3 a la derecha
Para implementar el cuestionario, los alumnos fueron citados a un auditorio, situado en
la antigua sede de la Facultad de Derecho de la Universidad de Antioquia (actualmente
en dicha sede funciona el programa de Semipresenciales, el programa de Educacio´n Flex-
ible y reciben clases algunos cursos de la Facultad de Ingenier´ıas de dicha universidad),
de tal forma que estuvieran co´modos para realizar el cuestionario. Se les explico´ que
los resultados del cuestionario no incidir´ıan para nada en las calificaciones del curso de
Ca´lculo que en el momento cursaban, sino que se trataba de un trabajo de investigacio´n
que so´lo iba a interesar a los investigadores. Se les dio un tiempo l´ımite de dos horas
para realizar el cuestionario, tratando de que estuvieran bien relajados y concentra´n-
dose en el trabajo, y de igual manera se les solicito que el cuestionario fuese contestado
de forma individual y con la mayor honestidad posible.
Es importante anotar que las dudas presentadas por los alumnos, en relacio´n al cues-
tionario, no fueron aclaradas, ya que uno de los objetivos de la implementacio´n de e´ste
era que el alumno contestara lo que en esos momentos comprend´ıa de cada una de las
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preguntas. Al cabo de las dos horas se dio por terminada la actividad, agradeciendo a
todos los participantes por su valiosa colaboracio´n.
Antes de comenzar el ana´lisis cualitativo, los cuestionarios fueron enumerados arbitrari-
amente (es decir, no se tuvo en cuenta ninguna variable cualitativa para su numeracio´n)
y, a continuacio´n, fueron discriminados por sexo, tipo de institucio´n educativa en la cual
termino´ el bachillerato (oficial o privada), y por edades; para luego proceder a analizar
las cuatro preguntas luego de codificarlas como sigue:
Para la pregunta uno, codificada como P1, se hizo una clasificacio´n de acuerdo a las
distintas definiciones de tangente a una curva en un punto dado, dadas por los alumnos.
Esta clasificacio´n fue como sigue:
A: Los que dieron la definicio´n gene´rica de tangente (definicio´n euclidiana).
B: Los que definen la tangente a una curva como el l´ımite de una secante variable.
C: Los que dieron una definicio´n poco clara.
D: Los que no dieron respuesta.
As´ı, por ejemplo, el codigo P1C se refiere a los alumnos que dan una respuesta poco
clara a la pregunta 1.
Vale la pena resaltar que aunque no se les pidio´ que hicieran gra´ficas, muchos de los
alumnos se apoyaron en ellas para dar su definicio´n de tangente a una curva en un
punto.
Para la pregunta dos, la codificacio´n es como sigue: P21 (pregunta dos, gra´fico uno),
P22 (pregunta 2, gra´fico dos) y P23 (pregunta 2, gra´fico tres); se tienen adema´s las
respuestas clasificada de la siguiente forma:
A: Los que responden que si es posible dibujar solo una.
B: Los que responden que no es posible dibujar una sola.
C: Los que no responden.
De esta forma, P21A son los alumnos que responden que en la pregunta dos, en el
gra´fico 1 a trave´s de P si es posible dibujar exactamente una tangente a la curva.
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Para la pregunta tres, la codificacio´n es como sigue: P31 (pregunta tres, gra´fico uno),
P32 (pregunta tres, gra´fico dos) y P33 (pregunta tres, gra´fico tres); se tienen, adema´s,
las respuestas clasificadas de la siguiente forma:
A: Los que responden 1 tangente.
B: Los que responden 2 rectas tangentes.
C: Los que responden 3 o´ ma´s rectas tangentes.
D: Los que trazan otra curva.
E: Los que responden ninguna.
F: Los que no responden.
Por ejemplo, P32C significa que para la pregunta tres, en el gra´fico dos, a trave´s de P
es posible dibujar tres o ma´s tangentes.
Para la pregunta cuatro, la codificacio´n es como sigue: P41 (pregunta cuatro, gra´fico
uno), P42 (pregunta cuatro, gra´fico dos) y P43 (pregunta cuatro, gra´fico tres); se tienen
adema´s las respuestas clasificadas de la siguiente forma:
A: Los que responden que si es imposible.
B: Los que responden que no es imposible.
C: Los que no responden.
Por ejemplo, P43A significa que para la pregunta cuatro, en el gra´fico tres, a trave´s de
P es imposible dibujar una tangente.
Los datos ya codificados, fueron luego introducidos en el paquete estad´ıstico SPSS 12.5,
arrojando los siguientes resultados:
A.2. Tablas de frecuencia y gra´ficos de barras cuestionario I
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Figura A.3: Tabla de frecuencia edad del alumno
Figura A.4: Diagrama de barras edad del alumno
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Figura A.5: Tabla de frecuencia tipo sexo del alumno
Figura A.6: Diagrama de barras tipo sexo del alumno
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Figura A.7: Tabla de frecuencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno termino´
el bachilllerato
Figura A.8: Diagrama de barras tipo de institucio´n educativa donde el alumno termino´
el bachilllerato
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Figura A.9: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 1. (P1)
Figura A.10: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 1. (P1)
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Figura A.11: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 21. (P21)
Figura A.12: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 21. (P21)
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Figura A.13: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 22. (P22)
Figura A.14: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 22. (P22)
175
A.2 Tablas de frecuencia y gra´ficos de barras cuestionario I
Figura A.15: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 23. (P23)
Figura A.16: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 23. (P23)
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Figura A.17: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 31. (P31)
Figura A.18: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 31. (P31)
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Figura A.19: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 32. (P32)
Figura A.20: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 32. (P32)
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Figura A.21: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 33. (P33)
Figura A.22: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 33. (P33)
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Figura A.23: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 41. (P41)
Figura A.24: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 41. (P41)
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Figura A.25: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 42. (P42)
Figura A.26: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 42. (P42)
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Figura A.27: Tabla de frecuencia respuesta de los alumnos a la pregunta 43. (P43)
Figura A.28: Diagrama de barras respuesta de los alumnos a la pregunta 43. (P43)
182
A.3 Ana´lisis de resultados del cuestionario I
A.3. Ana´lisis de resultados del cuestionario I
Los datos arrojados por el paquete estad´ıstico SPSS 12.5 constituyen la materia prima
luego de la aplicacio´n del cuestionario, pero necesitan ser procesados para su inter-
pretacio´n y posterior ana´lisis, y someter sus conclusiones a la exactitud matema´tica.
Un primer ana´lisis se obtuvo al observar las frecuencias e histogramas, los cuales mues-
tran que de los 90 estudiantes sometidos al cuestionario, el 44.4% de ellos son mujeres y
el 55.6% son hombres. Con respecto a las edades, se tiene que el 97.8% de los alumnos
tienen edades que oscilan entre los 16 y los 21 an˜os, sobresaliendo las edades de 17
an˜os, con un 40% y 18 an˜os, con un 24.4%. Tan so´lo dos estudiantes superan los 21
an˜os, lo cual corresponde a un 2.2% del total de la poblacio´n. Con respecto al tipo de
institucio´n educativa donde terminaron el bachillerato, se puede observar que el 55.6%
de los alumnos culmina sus estudios en instituciones oficiales, contra un 44.4% que lo
hicieron en instituciones privadas.
Con respecto al ana´lisis hecho a las preguntas, se obtuvieron los siguientes resultados:
Cuando se le pregunto´ a los alumnos sobre la definicio´n de tangente a un curva plana
que recordaban de este curso o de cursos anteriores (P1), se pudo evidenciar que un
56.7% dio la definicio´n gene´rica de tangente a una curva (definicio´n eucl´ıdea), un 5.6%
dio la definicio´n de tangente como el l´ımite de una secante variable y el 37.7% restante,
da una definicio´n poco clara o no responde.
A la pregunta de si a trave´s de P es posible dibujar exactamente una tangente a la
curva en cada una de las tres gra´ficas (P2), estos respondieron como sigue: Para P21,
el 55.6% responde que si, el 31.1% responde que no y el 13.3% restante, no responde.
Para P22, el 50% responde que si, el 34.4% responde que no y el 15.6% no responde.
Para P23, el 61.1% responde que si, el 25.6% responden que no y el 13.3% restante,
no responde.
Cuando se le pregunto´ a los alumnos si a trave´s de P es posible dibujar ma´s de una
tangente a una curva (P3), las respuestas fueron como sigue: Para P31, el 15.6% re-
sponde una tangente, el 3.3% responde dos rectas tangentes, el 28.9% responde tres
o ma´s rectas, el 16.7% traza otra curva, el 13.3% responde que no pasa ninguna y
el 22.2% no responde. Para P32, el 12.2% responde una tangente, el 6.7% responde
dos rectas tangentes, el 33.3% responde tres o ma´s rectas, el 16.7% traza otra curva,
el 8.9% responde que no pasa ninguna y el 22.2% no responde. Para P33, el 17.8%
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responde una tangente, el 1.1% responde dos rectas tangentes, el 35.6% responde tres
o ma´s rectas, el 16.7% traza otra curva, el 6.7% responde que no pasa ninguna y el
22.2% no responde.
Cuando se le pregunto´ a los alumnos si a trave´s de P es imposible dibujar una recta
tangente a una curva (P4), ellos respondieron: Para P41, el 21.1% responde que si
es imposible trazarla, el 32.2% responde que no es imposible trazarla y el 46.7% no
responden. Para P42, el 14.4% responde que si es imposible trazarla, el 38.9% responde
que no es imposible trazarla y el 46.7% no responden. Para P43, el 11.1% responde
que si es imposible trazarla, el 42.2% responde que no es imposible trazarla y el 46.7%
no responden.
La discriminacio´n de toda la informacio´n anterior por edad, tipo de institucio´n ed-
ucativa donde termino´ el bachillerato y sexo, se muestran en las siguientes tablas de
contingencia:
A.4. Tablas de contingencia cuestionario I
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Figura A.29: Tabla de contingencia edad del alumno (P1)
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Figura A.30: Tabla de contingencia edad del alumno (P21)
186
A.4 Tablas de contingencia cuestionario I
Figura A.31: Tabla de contingencia edad del alumno (P22)
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Figura A.32: Tabla de contingencia edad del alumno (P23)
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Figura A.33: Tabla de contingencia edad del alumno (P31)
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Figura A.34: Tabla de contingencia edad del alumno (P32)
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Figura A.35: Tabla de contingencia edad del alumno (P33)
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Figura A.36: Tabla de contingencia edad del alumno (P41)
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Figura A.37: Tabla de contingencia edad del alumno (P42)
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Figura A.38: Tabla de contingencia edad del alumno (P43)
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Figura A.39: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P1)
Figura A.40: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P21)
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Figura A.41: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P22)
Figura A.42: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P23)
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Figura A.43: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P31)
Figura A.44: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P32)
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Figura A.45: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P33)
Figura A.46: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P41)
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Figura A.47: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P42)
Figura A.48: Tabla de contingencia tipo de institucio´n educativa donde el alumno ter-
mino´ el bachillerato (P43)
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Figura A.49: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P1)
Figura A.50: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P21)
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Figura A.51: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P22)
Figura A.52: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P23)
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Figura A.53: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P31)
Figura A.54: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P32)
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Figura A.55: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P33)
Figura A.56: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P41)
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Figura A.57: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P42)
Figura A.58: Tabla de contingencia tipo sexo del alumno (P43)
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A.5. Conclusiones del cuestionario I
De acuerdo a las observaciones sobre los resultados arrojados por el paquete estad´ıstico
SPSS 11.5, en relacio´n al cuestionario aplicado a los alumnos del programa de Educacio´n
Flexible de la Universidad de Antioquia, se pudo llegar a las siguientes conclusiones:
Cuando se interroga a los alumnos sobre la definicio´n de tangente a una curva plana en
un punto dado (pregunta P1), se observa que el 56.7% se acomoda a la definicio´n de esta
como una l´ınea que toca pero no corta a la curva. Esto, parece validar la hipo´tesis segu´n
la cual la mayor´ıa de los alumnos presentan au´n la concepcio´n gene´rica de tangente a
una curva, como una l´ınea que toca pero no corta a la curva. Es importante observar
tambie´n, que un 33.7% de los alumnos parece no tener idea de lo que es una tangente,
lo cual puede evidenciarse en un 33.3% de estos que dieron respuestas poco claras y un
4.4% que no dio respuesta a la pregunta. Tan so´lo un 5.6% responde correctamente a
la definicio´n de tangente, como el l´ımite de una secante variable.
En las tablas de frecuencias y contingencia para el tipo de institucio´n donde el alumno
termina el bachillerato, en relacio´n a la pregunta 1 (P1), puede observarse que del total
de los alumnos que presentan la concepcio´n eucl´ıdea de tangente a una curva, los de
instituciones educativas oficiales presentan un mayor porcentaje en la tenencia de dicha
concepcio´n.
En las tablas de frecuencia y contingencia para el sexo en relacio´n a la pregunta 1 (P1),
tambie´n puede observarse que del total de estudiantes que presentan la concepcio´n
gene´rica de tangente a una curva, los de sexo femenino presentan el menor porcentaje
y los de sexo masculino el mayor porcentaje.
Con respecto a la figuras 1, 2 y 3, cuando se le pregunto´ a los alumnos si: a trave´s de P
es posible trazar exactamente una tangente a la curva. si: a trave´s de P es posible trazar
ma´s de una tangente, si: es imposible trazar a trave´s de P una tangente a la curva, a
excepcio´n de los que contestaron correctamente trazando la tangente adecuada, un buen
nu´mero de ellos fuerzan la grafica de manera que el punto P dado en las figuras 1,2 y
3 quede asociado a una circunferencia y de esta manera se atreven a trazar la tangente
a la curva en dicho punto. Lo que de nuevo lleva a concluir que los alumnos tienen la
concepcio´n gene´rica de tangente a una curva.
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Parece ser que debido a la modificacio´n que se hizo del cuestionario original, los alum-
nos tuvieron dificultades a la hora de contestar las preguntas 2,3 y 4, ya que no se tuvo
la precaucio´n de realizar el cuestionario discriminado por figuras (con las respectivas 3
preguntas), es decir, en una hoja presentar la figura 1 con su respectivo punto P sen˜al-
ado, y a continuacio´n la lista de preguntas con las indicaciones de co´mo contestarlas.
Y as´ı sucesivamente en hojas por separado para la figura 2 y para la figura 3. Esto, sin
lugar a dudas, facilitar´ıa la respuesta por parte de los alumnos a dichas preguntas y el
trazo de la recta o tangentes pedidas.
Por lo anterior, se decidio´ realizar un nuevo cuestionario, respetando la estructura del
original aplicado por Vinner, para someter de nuevo a prueba la hipo´tesis planteada en
esta investigacio´n y que permita aprovechar toda la informacio´n derivada del trazo de
la tangente a cada una de las figuras, y as´ı mismo de la definicio´n de tangente que ellos
poseen en esos momentos.
206
B. Ape´ndice 2
Cuestionario II
Introduccio´n
Este nuevo cuestionario se realizo´ a 108 estudiantes de primer semestre del Instituto
Tecnolo´gico Metropolitano (ITM) de Medell´ın y que esta´n matriculados en el curso de
Matema´ticas Integradas.
El propo´sito de este cuestionario, al igual que en el primero, es analizar las distintas
manifestacio´nes que presentan los estudiantes con respecto al concepto de tangente.
La hipo´tesis sigue siendo la misma: “a los estudiantes cuando se les interroga sobre la
definicio´n de recta tangente a una curva plana en un punto dado, los que contestan, en
su mayor´ıa, piensan en esta como una l´ınea que toca pero no corta a la curva.”
Se espera tambie´n, que con el disen˜o y aplicacio´n de este nuevo cuestionario, se pueda
obtener una muy buena informacio´n en lo que se refiere al concepto imagen que los
estudiantes tienen sobre la tangente a una curva plana en un punto dado.
Presenta´mos a continuacio´n el disen˜o del nuevo cuestionario.
B.1. Pregunta 1. Cuestionario II sobre la tangente a una curva
plana en un punto dado
NOMBRE: EDAD:
TIPO DE INSTITUCIO´N EDUCATIVA DONDE CULMINO´ SECUNDARIA:
Privada ( ) Oficial ( )
B.2 Pregunta 2. Cuestionario II sobre la tangente a una curva plana en un punto dado
i. A continuacio´n se da una curva y sobre ella un punto P es denotado.
Figura B.1: Figura asociada a la pregunta 1
De los tres numerales siguientes, encierre en un c´ırculo so´lo uno de ellos (el que usted
considere verdadero) y siga las instrucciones dadas en los pare´ntesis.
1. A trave´s de P es posible trazar exactamente una tangente a la curva (tra´cela).
2. A trave´s de P es posible trazar ma´s de una tangente (especifique Cua´ntas, una, dos,
tres, infinitamente muchas). Tra´celas todas en caso de que su nu´mero sea finito y
algunas de ella en caso de que su nu´mero sea infinito
3. Es imposible trazar a trave´s de P una tangente a la curva.
B.2. Pregunta 2. Cuestionario II sobre la tangente a una curva
plana en un punto dado
NOMBRE: EDAD:
TIPO DE INSTITUCIO´N EDUCATIVA DONDE CULMINO´ SECUNDARIA:
Privada ( ) Oficial ( )
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i. A continuacio´n se da una curva y sobre ella un punto P es denotado.
Figura B.2: Figura asociada a la pregunta 2
De los tres numerales siguientes, encierre en un c´ırculo so´lo uno de ellos (el que usted
considere verdadero) y siga las instrucciones dadas en los pare´ntesis.
1. A trave´s de P es posible trazar exactamente una tangente a la curva (tra´cela).
2. A trave´s de P es posible trazar ma´s de una tangente (especifique Cua´ntas, una, dos,
tres, infinitamente muchas). Tra´celas todas en caso de que su nu´mero sea finito y
algunas de ella en caso de que su nu´mero sea infinito
3. Es imposible trazar a trave´s de P una tangente a la curva.
B.3. Pregunta 3. Cuestionario II sobre la tangente a una curva
plana en un punto dado
NOMBRE: EDAD:
TIPO DE INSTITUCIO´N EDUCATIVA DONDE CULMINO´ SECUNDARIA:
Privada ( ) Oficial ( )
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i. A continuacio´n se da una curva y sobre ella un punto P es denotado.
Figura B.3: Figura asociada a la pregunta 3
De los tres numerales siguientes, encierre en un c´ırculo so´lo uno de ellos (el que usted
considere verdadero) y siga las instrucciones dadas en los pare´ntesis.
1. A trave´s de P es posible trazar exactamente una tangente a la curva (tra´cela).
2. A trave´s de P es posible trazar ma´s de una tangente (especifique Cua´ntas, una, dos,
tres, infinitamente muchas). Tra´celas todas en caso de que su nu´mero sea finito y
algunas de ella en caso de que su nu´mero sea infinito.
3. Es imposible trazar a trave´s de P una tangente a la curva.
B.4. Pregunta 4. Cuestionario II sobre la tangente a una curva
plana en un punto dado
NOMBRE: EDAD:
TIPO DE INSTITUCIO´N EDUCATIVA DONDE CULMINO´ SECUNDARIA:
Privada ( ) Oficial ( )
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1. ¿Cua´l es la definicio´n de tangente que usted recuerda de este curso o de cursos
anteriores? Si usted no recuerda la definicio´n de tangente, trate de definirla usted
mismo.
La aplicacio´n de este nuevo cuestionario, se llevo´ a cabo en una de las sedes del Institu-
to Tecnolo´gico Metropolitano, ubicada en el barrio Robledo de la ciudad de Medell´ın.
Los estudiantes fueron citados en sus horarios habituales de clase y en particular a las
horas en que deb´ıan asistir a sus cursos regulares de matema´ticas ba´sicas. De esta forma
se facilito notablemente la aplicacio´n del cuestionario tanto para nosotros como para
los estudiantes, ya que de ninguna manera interferir´ıa con sus dema´s actividades. Es
importante anotar que el cuestionario se aplico antes de que los estudiantes empezaran
a ver en los contenidos de sus respectivos cursos, los conceptos relativos a la recta
tangente a una curva. Igualmente se les explico´ que los resultados del cuestionario no
incidir´ıan para nada en las calificaciones de los cursos ba´sicos de matema´ticas que en
el momento cursaban, sino que se trataba de un trabajo de investigacio´n que solo iba a
interesar a los investigadores. Se les dio un tiempo l´ımite de dos horas para realizar el
cuestionario, de manera que dicho tiempo, tambie´n fuera el mismo que se les dio a los
estudiantes en la aplicacio´n del primer cuestionario. Antes de dar comienzo a la activi-
dad se les pidio´ que estuvieran bien relajados y concentrados en el trabajo, y de igual
manera se les solicito que el cuestionario fuese contestado de forma individual y con la
mayor honestidad posible. A diferencia del primer cuestionario, donde a los estudiantes
se les entrego´ todo el paquete de preguntas, la metodolog´ıa utilizada, radica en que
para cada una de las figuras se entrego una hoja por separado da´ndole al estudiante
aproximadamente 20 minutos para que respondiera a las preguntas que all´ı se plantean
y siguiendo las indicaciones respectivas. Al cabo de los 20 minutos se solicitaba entregar
la hoja e inmediatamente se les entregaba la correspondiente a la siguiente figura, y as´ı
sucesivamente hasta terminar el cuestionario por completo.
Es importa´nte anotar que las dudas presentadas por los estudiantes que tienen relacio´n
con las preguntas del cuestionario, no fueron aclaradas, ya que uno de los objetivos de la
implementacio´n de e´ste era que el estudiante contestara lo que en esos momentos com-
prend´ıa de cada una de las preguntas. Tambie´n cabe la pena precisar que a medida que
transcurr´ıa la realizacio´n del cuestionario por parte de los estudiantes, se les recordaba
a estos la forma como deb´ıan de resolverlo, con el fin de evitarles confusiones o posibles
erro´res a la hora de dar sus respuestas. Al cabo de las dos horas se dio por terminada
la actividad, agradeciendo a todos los participa´ntes por su valiosa colaboracio´n.
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La informacio´n obtenida al aplicar el cuestionario a los estudiantes se clasifico´ segu´n la
naturaleza de las mismas y con base en la hipo´tesis que se pretende probar, teniendo en
cuenta las concepciones que presentan los estudiantes y el obsta´culo en cuestio´n. Las
preguntas fueron codificadas para realizar el estudio estad´ıstico, lo cual se hizo con la
ayuda del paquete estad´ıstico SPSS 12.5.
Antes de comenzar el ana´lisis cualitativo, se decide que es pertinente que los cuestionario
entregados por los estudiantes sean numerados arbitrariamente (es decir, no se tiene en
cuenta ninguna variable cualitativa para su numeracio´n) al igual que se hizo con el
primer cuestionario. A continuacio´n fueron discriminados por sexo, tipo de institucio´n
educativa en la cual terminaron el bachillerato (oficial o privada), y por edades. Final-
mente se proceder a analizar las cuatro preguntas y posteriormente se codifican como
sigue:
Para la figura 1, la codificacio´n de las preguntas es la siguiente: P111 (pregunta uno,
figura uno, solo pasa una tangente a la curva en el punto P dado), P211 (pregunta dos,
figura uno, pasan dos tange´ntes a la curva en el punto P dado), P212 (pregunta dos,
figura uno, pasan infinitas tange´ntes a la curva en el punto P dado), P311 (pregunta tres,
figura uno, es imposible trazar una tangente a la curva en el punto P dado), P411(el
estudiante traza una tangente gene´rica) y P511 (no hay claridad en la respuesta e
incluso los estudiantes trazan otro dibujo); se tiene adema´s las respuestas clasificadas
de la siguiente forma:
- A: Los que responden 1 tangente. - B: Los que responden 2tange´ntes. - C: Los que
responden 3 o´ ma´s tange´ntes. - D: Los que responden que es imposible trazar una
tangente. - E: los trazan una tangente gene´rica. - F: Los que no responden de una
manera clara (trazan otro dibujo).
De esta forma, P211A son los alumnos que responden en la pregunta dos, que en la
figura 1 a trave´s de P si es posible dibujar dos tange´ntes a la curva.
Para la figura 2, la codificacio´n de las preguntas es la siguiente: P121 (pregunta uno,
figura dos, solo pasa una tangente a la curva en el punto P dado), P221 (pregunta dos,
figura dos, pasan dos tange´ntes a la curva en el punto P dado), P222 (pregunta dos,
figura dos, pasan infinitas tange´ntes a la curva en el punto P dado), P321 (pregunta
tres, figura dos, es imposible trazar una tangente a la curva en el punto P dado), P421
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(el estudiante traza una tangente gene´rica) y P521 (no hay claridad en la respuesta e
incluso los estudiantes trazan otro dibujo); se tiene adema´s las respuestas clasificadas
de la siguiente forma:
- A: Los que responden 1 tangente. - B: Los que responden 2 tange´ntes. - C: Los que
responden 3 o´ ma´s tange´ntes. - D: Los que responden que es imposible trazar una
tangente. - E: los trazan una tangente gene´rica. - F: Los que no responden de una
manera clara (trazan otro dibujo).
De esta forma, P222C son los alumnos que responden en la pregunta dos, que en el
figura 2 a trave´s de P si es posible dibujar infinitas tange´ntes a la curva.
Para la figura 3, la codificacio´n de las preguntas es la siguiente: P131 (pregunta uno,
figura tres, solo pasa una tangente a la curva en el punto P dado), P231 (pregunta dos,
figura tres, pasan dos tange´ntes a la curva en el punto P dado), P232 (pregunta dos,
figura tres, pasan infinitas tange´ntes a la curva en el punto P dado), P331 (pregunta
tres, figura tres, es imposible trazar una recta tangente a la curva en el punto P dado),
P431 (el estudiante traza una recta tangente gene´rica) y P531 (no hay claridad en la
respuesta e incluso los estudiantes trazan otro dibujo); se tiene adema´s las respuestas
clasificadas de la siguiente forma:
- A: Los que responden 1 recta tangente. - B: Los que responden 2 tange´ntes. - C: Los
que responden 3 o´ ma´s tangentes. - D: Los que responden que es imposible trazar una
tangente. - E: los que trazan una tangente gene´rica. - F: Los que no responden de una
manera clara (trazan otro dibujo).
Por ejemplo, P131A significa que para la pregunta uno, en el gra´fico tres, a trave´s de P
es posible dibujar solo una tangente.
Para la pregunta cuatro, la cual se codifico P4, y de acuerdo a las siguientes definiciones
de tangente a una curva en un punto dado.
- A: Los que dieron la respuesta gene´rica: Definicio´n euclidiana. - B: Los que definen la
tangente a una curva como el l´ımite de las secantes. - C: Los que dieron una respuesta
poco clara. - D: Los que no dieron respuesta.
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As´ı, por ejemplo, P4C es el codigo asignado para los alumnos que dieron una respuesta
poco clara a la pregunta 4.
Con todos los cuestionario ya codificados y clasificados, se procedio a introducir los datos
en el paquete estad´ıstico SPSS 12.5 el cual entregar´ıa toda la informacio´n estad´ıstica
necesaria para luego, proceder a analizar detalladamente dicha informacio´n y as´ı poder
sacar las conclusiones.
La discriminacio´n de toda la informacio´n entregada por el SPSS 12.5 de acuerdo a la
edad, tipo de institucio´n educativa donde termino´ el bachillerato y sexo, se muestran
en las siguientes tablas de contingencia. As´ı mismo, se ilustran todos los diagramas de
barras que muestran los porcentajes para cada pregunta en particular.
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B.5. Tablas de Contingencia cuestionario II
Figura B.4: Tabla de contingencia para la Pregunta 1 (edad agrupada de los alumnos)
215
B.5 Tablas de Contingencia cuestionario II
Figura B.5: Diagrama de barras para la Pregunta 1 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.6: Tabla de contingencia para la Pregunta 2 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.7: Diagrama de barras para la Pregunta 2 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.8: Tabla de contingencia para la Pregunta 3 (edad agrupada de los alumnos)
219
B.5 Tablas de Contingencia cuestionario II
Figura B.9: Diagrama de barras para la Pregunta 3 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.10: Tabla de contingencia para la Pregunta 4 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.11: Diagrama de barras para la Pregunta 4 (edad agrupada de los alumnos)
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Figura B.12: Tabla de contingencia para la Pregunta 1 (tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.13: Diagrama de barras para la Pregunta 1 (tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.14: Tabla de contingencia para la Pregunta 2(tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.15: Tabla de contingencia para la Pregunta 3(tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.16: Diagrama de barras para la Pregunta 3 (tipo sexo de los alumnos)
227
B.5 Tablas de Contingencia cuestionario II
Figura B.17: Tabla de contingencia para la Pregunta 4 (tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.18: Diagrama de barras para la Pregunta 4 (tipo sexo de los alumnos)
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Figura B.19: Tabla de contingencia para la Pregunta 1 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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Figura B.20: Diagrama de barras para la Pregunta 1 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
231
B.5 Tablas de Contingencia cuestionario II
Figura B.21: Tabla de contingencia para la Pregunta 2 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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B.6. Ana´lisis de resultados para el cuestionario II
Toda la informacio´n entregada por el paquete estad´ıstico SPSS 12.5 en las tablas de
contingencia es analizada como se muestra a continuacio´n.
De los 108 estudiantes sometidos al cuestionario, el 45.4% de ellos son mujeres y el
54.6% son hombres. Con respecto a las edades, se tiene que el 80.53% de los alumnos-
tienen edades que oscilan entre los 16 y los 20 an˜os, sobresaliendo las edades de 17 an˜os,
con un 20.37% y 18 an˜os, con un 18.51%. Tan solo un estudiante esta´ por debajo de
los 16 an˜os, correspondiendo a un 0.92%. Se tiene, adema´s, que 16 estudiantes superan
los 21 an˜os, lo cual corresponde a un 14. 81% del total de la poblacio´n. Es importante
tambie´n notar que tres estudiantes superan la edad de los 30 an˜os, ocupando el 2.77%
del total. Con respecto al tipo de institucio´n educativa donde termino el bachillerato,
puede observarse que el 68.52% de los alumnos culmino´ sus estudios de bachillerato en
instituciones oficiales, contra un 31.48% que lo culmino´ en instituciones privadas.
En el ana´lisis hecho a las preguntas, para cada una de las tres figuras, obtuvo los
siguientes resultados:
Con respecto a la figura 1, cuando se les pregunto´ sobre el nu´mero de tangentes que
pod´ıan pasar por el punto P, el 6.48% de los alumnos respondio´ que a trave´s de P
es posible dibujar exactamente una tangente a la curva, de los cuales el 4.63% termi-
naron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 1.85%, en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 4.63% son de sexo masculino y el 1.85 de sexo femeni-
no; el 8.33% respondieron dos rectas tangentes, de los cuales, el 6.48% terminaron el
bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 1.85%, en instituciones educati-
vas privadas, adema´s, el 4.62% son de sexo masculino y el 3.71% de sexo femenino;
el 21.29% responde infinitas rectas tangentes, de los cuales el 13.88% terminaron el
bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 7.40%, en instituciones educativas
privadas, adema´s, el 12.03% son de sexo masculino y el 9.26 de sexo femenino; el 25.92%
responde que es imposible trazar tangentes a trave´s de P, de los cuales el 17.59% ter-
minaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 8.33%, en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 15.74% son de sexo masculino y el 10.18% de sexo
femenino; el 3.70% no tiene claridad en su respuesta, de los cuales el 3.70% terminaron
el bachillerato en instituciones educativas oficiales y ninguno termino´ en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 1.85% son de sexo masculino y el 1.85% de sexo fe-
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Figura B.22: Tabla de contingencia para la Pregunta 3 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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Figura B.23: Diagrama de barras para la Pregunta 3 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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Figura B.24: Tabla de contingencia para la Pregunta 4 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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Figura B.25: Diagrama de barras para la Pregunta 4 (tipo de institucio´n educativa
donde el alumno termino´ el bachilllerato)
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menino; y el 34.25% no responde, de los cuales el 22.22% terminaron el bachillerato
en instituciones educativas oficiales y el 12.03%, en instituciones educativas privadas,
adema´s, el 15.70% son de sexo masculino y el 18.54% de sexo femenino.
Con respecto a la figura 2, cuando se les pregunto´ sobre el nu´mero de tangentes que
pod´ıan pasar por el punto P, el 10.18% de los alumnos respondio´ que a trave´s de P
es posible dibujar exactamente una tangente a la curva, de los cuales el 7.40% termi-
naron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 2.77%, en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 5.55% son de sexo masculino y el 4.62% de sexo fe-
menino; el 12.03% respondieron dos rectas tangentes, de los cuales, el 9.25% termi-
naron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 2.77%, en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 9.25% son de sexo masculino y el 2..77% de sexo fe-
menino; el 6.48% responde infinitas rectas tangentes, de los cuales el 3.70% terminaron
el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 2.77%, en instituciones educa-
tivas privadas, adema´s, el 4.62% son de sexo masculino y el 1.86% de sexo femenino;
el 37.03% responde que es imposible trazar tangentesa trave´s de P, de los cuales el
25.92% terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 11.11%, en
instituciones educativas privadas, adema´s, el 20.37% son de sexo masculino y el 16.6%
de sexo femenino; el 21.29% no tiene claridad en su respuesta, de los cuales el 12.03%
terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y 9.25% termino´ en in-
stituciones educativas privadas, adema´s, el 8.33% son de sexo masculino y el 12.96%
de sexo femenino; y el 12.84% no responde, de los cuales el 10.18% terminaron el
bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 2.77%, en instituciones educativas
privadas, adema´s, el 7.40% son de sexo masculino y el 5.56% de sexo femenino.
Con respecto a la figura 3, cuando se les pregunto´ sobre el nu´mero de tangentes que
pod´ıan pasar por el punto P, el 18.51% de los alumnos respondieron que a trave´s de P
es posible dibujar exactamente una tangente a la curva, de los cuales el 15.74% termi-
naron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 2.77%, en instituciones
educativas privadas, adema´s, el 6.48% son de sexo masculino y el 12.03% de sexo fe-
menino; el 8.33% respondieron dos rectas tangentes, de los cuales, el 6.48% terminaron
el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 1.85%, en instituciones educa-
tivas privadas, adema´s, el 4.62% son de sexo masculino y el 3.70% de sexo femenino;
el 11.11% responde infinitas rectas tangentes, de los cuales el 4.62% terminaron el
bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 6.48%, en instituciones educati-
vas privadas, adema´s, el 6.48% son de sexo masculino y el 4.62% de sexo femenino;
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el 20.37% responde que es imposible trazar tangentes a trave´s de P, de los cuales el
12.96% terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 7.40%, en
instituciones educativas privadas, adema´s, el 12.04% son de sexo masculino y el 8.33%
de sexo femenino; el 10.18% no tiene claridad en su respuesta, de los cuales el 6.48%
terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y 3.70% termino´ en in-
stituciones educativas privadas, adema´s, el 5.55% son de sexo masculino y el 4.62%
de sexo femenino; y el 31.48% no responde, de los cuales el 22.22% terminaron el
bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 9.25%, en instituciones educativas
privadas, adema´s, el 19.44% son de sexo masculino y el 12.04% de sexo femenino.
Cuando se pide a los alumnos que definan la tangente a una curva plana en un punto
dado, el 26.85% da la definicio´n gene´rica (definicio´n eucl´ıdea), de los cuales el 16.60%
terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 10.18%, en institu-
ciones educativas privadas, adema´s, el 16.60% son de sexo masculino y el 10.19% de
sexo femenino; nadie da la definicio´n de tangente a una curva, como el l´ımite de una
secante variable; el 66.66% no tiene claridad en la respuesta, de los cuales el 46.29%
terminaron el bachillerato en instituciones educativas oficiales y el 20.37%, en institu-
ciones educativas privadas, adema´s, el 36.11% son de sexo masculino y el 30.55% de
sexo femenino; y el 6.48% no responde, de los cuales el 5.55% terminaron el bachillera-
to en instituciones educativas oficiales y el 0.92%, en instituciones educativas privadas,
adema´s, el 1.85% son de sexo masculino y el 4.62% de sexo femenino. Puede entonces
concluirse que en su mayor´ıa los que contestaron lo hicieron de acuerdo a la definicio´n
eucl´ıdea de tangente, lo que de nuevo corrobora la hipo´tesis que se ha planteado en la
investigacio´n.
Con respecto a la figuras 1, 2 y 3, cuando se le pregunto´ a los estudiantes, respect´ıva-
mente, si: a trave´s de P es posible trazar exa´ctamente una tangente a la curva; si: a
trave´s de P es posible trazar ma´s de una tangente; si: es imposible trazar a trave´s de P
una tangente a la curva, estos manifiestan sus conceptos imagen de diferentes mane´ras.
Para la figura 1. las distintas manifestacio´nes del concepto imagen fueron discriminadas
de la siguiente forma: A, los alumnos que trazaron la tangente correcta; B, los que
trazaron una tangente gene´rica; C, los que trazaron dos tangentes; D, los que hacen
otro trazo y E, los que no dibujaron nada. Los resultados fueron como sigue: El 11.1%
de los alumnostrazo´ la tangente correcta, el 6.47% trazo´ una tangente gene´rica, el 4.65%
trazo´ dos tangentes, el 57.40% hizo otro trazo y el 25.92% no dibujo´ nada.
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Para la figura 2, las distintas manifestacio´nes del concepto imagen fueron discriminadas
de la siguiente forma: A, los alumnos que trazaron la tangente correcta; B, los que
trazaron una tangente gene´rica; C, los que trazaron tres tangentes; D, los que trazaron
infinitas tangentes; E, los que trazaron tangentes balanceadas; F, los que hacen otro
trazo y G, los que no dibujaron nada. Los resultados fueron como sigue: El 10.18%
de los alumnos trazo´ la tangente correcta, el 0.92% trazo´ una tangente gene´rica, el
0.92% trazo´ tres tangentes, el 5.61% trazo infinitas tangentes, el 25% trazo tangente
balanceadas, el 19.44% hizo otro trazo y el 37.03% no dibujo´ nada.
Para la figura 3, las distintas manifestacio´nes del concepto imagen fueron discriminadas
de la siguiente forma: A, los alumnos que trazaron la tangente correcta; B, los que
trazaron una tangente gene´rica; C, los que hacen otro trazo y D, los que no dibujaron
nada. Los resultados fueron como sigue: El 24.98% de los alumnos trazo´ la tangente
correcta, el 3.73% trazo´ una tangente gene´rica, el 49.07% hizo otro trazo y el 22.22%
no dibujo´ nada.
Puede observarse, en la Tabla 1A, que aunque el 11.1% de los alumnos trazo´ la tangente
correcta, la mitad de estos, un 5.55%, forzaron el gra´fico continuando el trazo de la figura
original hacia una circunferencia. Esto puede observarse tambie´n en la Tabla 3A, con un
1.85% de los estudiantes, lo cual muestra claramente que au´n mantienen la concepcio´n
de una tangente gene´rica. En la Tabla 2B, aunque los alumnos no trazan la tangente
correcta, puede verse que tambie´n fuerzan la figura continuando su trazo a la imagen
formada por la tangente a una circunferencia. Veamos ahora como los estudiantes, en
las Tablas 1B, 2C y 3B, tambie´n manifiestan su concepto imagen, forzando las figuras
respectivas hacia el trazo de una tangente gene´rica. En 3C, puede verse otro feno´meno,
pareciera ser que el concepto imagen de una tangente a un c´ırculo y el de la tangente
trazada de manera correcta, actu´an simulta´neamente en la mente del estudiante. Segu´n
Vinner , este feno´meno se presenta en el aprendizaje de la ciencia, donde los viejos y
los nuevos esquemas actu´an a la vez en la mente de los estudiantes. Tambie´n puede
observarse el gran porcentaje de los alumnos que en cada una de las tablas no hacen
ningu´n trazo o que hacen otro dibujo. Esto puede verse, en el 87.32% para la Tabla 1,
el 56.47% para la Tabla 2 y el 71.29% para la Tabla 3.
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Figura B.26: Tabla de gra´ficos trazados por los alumnos asociados a la pregunta 1
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Figura B.27: Tabla de gra´ficos trazados por los alumnos asociados a la pregunta 2
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Figura B.28: Tabla de gra´ficos trazados por los alumnos asociados a la pregunta 3
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B.7. Conclusiones del cuestionario II
De acuerdo a las observaciones sobre los resultados arrojados por el paquete estad´ıstico
SPSS 12.5, en relacio´n al cuestionario aplicado a los alumnos del curso de Matema´ticas
integradas del Instituto Tecnolo´gico Metropolitano (ITM), se pudo llegar a las siguientes
conclusiones:
Cuando se interrogo´ a los alumnos sobre la definicio´n de tangente a una curva en un
punto dado, puede concluirse que el 73.14% de los alumnos no ten´ıa idea de lo que era
una tangente. Esto pudo evidenciarse en el 66.66% de los alumnos que dieron respuestas
poco claras y en el 6.48% que no respondio´. El 26.85% resta´nte, dio respuestas claras, sin
embargo, ninguno dio la definicio´n de tangente como el l´ımite de una seca´nte variable.
Todos se acomodaron a la concepcio´n eucl´ıdea de tangente como “una recta que toca
pero no corta a la curva”.
Con respecto a las manifestaciones del concepto imagen dado por los estudiantes, y que
representamos en las Tablas 1, 2 y 3, pudo concluirse de nuevo, que la mayor´ıa de los
alumnos no tienen idea del concepto de tangente a una curva, lo cual pudo observarse
en el 87.32% para la Tabla 1, el 56.47% para la Tabla 2 y el 71.29% para la Tabla 3.
Para el resto de los estudiantes, la mayor´ıa traza correctamente la tangente a la figura
respectiva, lo cual pudo verse en la Tabla 1 para el 11.1% de los estudiantes, en la
Tabla 2 para el 10.18% y en la Tabla 3, para el 24.98%. Es importante recordar, que
del 11.1% de los alumnos de la Tabla 1, un 5.5% forzaron el gra´fico continuando el
trazo de la figura original hacia una circunferencia. Simila´rmente ocurrio´ con un 1.85%
en la Tabla 3.
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